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hương I. HÀM SÔ LƯỢNG GIÁC 

PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC 


§1. Hàm số lượng giác 

A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

1. Hàm số sin 

Hàm số y = sin X có tập xác định là R và 

-1 < sinx < 1, Vjc e R. 

y = sin X là hàm số lẻ. 
y = sin* là hàm số tuần hoàn với chu kì 2 71. 
Hàm số y = sin* nhận các giá trị đặc biệt: 

• sinx = 0 khi X = kn, 1ễZ. 

71 

• sin X = 1 khi x = 2 + k G 

71 

• sinx = -1 khi X = + k2n, k € z. 

ĐỒ thị hàm số y = sin* (H.l): 



Hình 1 


3 






2. Hàm số côsin 


Hàm số y = C 0 SJC có tập xác định là R và 

-1 < cosx < 1, Vx e R. 

y = C0SJC là hàm sô chẩn. 
y = C0SJC là hàm số tuần hoàn với chu kì 271. 

Hàm số y = C 0 SJC nhận các giá trị đặc biệt: 

71 

• cosx = 0 khi x = 2 + k € z. 

• cosx = 1 khi X = k2n, k e z. 

• C0SJC = -1 khi X = (2 k + 1)71, k e z. 

ĐỒ thị hàm số y = C 0 SJC (H.2) : 



Hình 2 


3. Hàm số tang 

sin X 

Hàm số y = tanx = ——— có tập xác định là 

cosx 

D = R \ + kn, k e z|. 

>’ = tan X là hàm số lẻ. 
y = tan X là hàm sô tuần hoàn với chu kì 71. 
Hàm số y = tan V nhận các giá trị đặc biệt: 

• tan JC = 0 khi X =kn, k e z. 
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• tan* = 1 khi X = -7 + kĩi, k e.z. 

4 

71 _ 

• tan* = -1 khi X = --7 + kn, ke z. 

4 

ĐỒ thị hàm sô y = tan* (H.3): 


4. Hàm số côtang 


COSJC 

Hàm số V = cot X = có tập xác định là 

sin* 

D = R \ {kn, ke z}. 
y = cot X là hàm số lẻ. 
y = cot X là hàm số tuần hoàn với chu kì n. 
Hàm sô' y = cot X nhận các giá trị đặc biệt: 

71 

• cot X = 0 khi x = 2 + k e 

71 

• cot X = 1 khi X = -7 + Ấ:rc, k e z. 

4 

7t 

• cotx = -1 khi X = --7 + Ấ:tĩ, k e z. 




Đồ thị hàm số y = cotx (H.4): 



B. Ví DỤ 



a) Đặt t = 2>x, ta được hàm số y = sin t có tập xác định là D = R. Mặt khác, 

íeRo;t = -^eR nên tập xác định của hàm số y = sin3x là R. 

2 , _ 2 

b) Ta có — € R o X 0. Vậy tập xác định của hàm số y = cos— là 

X ... x 

D = R\{0}. 

c) Ta cố \fx € R o X > 0. Vậy tập xác định của hàm số y = cos yfx là 
D = [0 ; +oo). 







d) Ta có 


l + x E RoỉlííOo-l<Kl. 


1 - X 


1 - X 


> , 1 + JC 

Vậy tập xác định của hàm số y = sinj ~ là D = [-1 ; 1), 

ỉ 



Giải 


a) Hàm số y = ——— xác định khi và chỉ khi cos* 0 hay X + Ả: 7 C, /: e z. 
' . 2 COS* ■ ' 2 


Vậy tập xác định của hàm số là 


D = R \ + kn, k e z|. 

[ 71 ] .71 

b) Hàm số y = cot 2x - — xác định khi và chỉ khi 2x - -7 ^ & 7 Ĩ, 1 eZ 

V 4; 4 


hay * * 77 + £ 77 , ke z. 

o 2 


..f 7Ị N '| ^ 

Vậy tập xác định của hàm số y = cot 2 X là 
’ J \ 4) 

D = R \ + k^, k e z|. 

cot* . .. . [sin**!) [x # kn,ke z 

c) Hàm sô y = 777——7 xác định <=> \ <=> \ ' 

COS.X ^ 1 X^k2n,ke7i. 


cos X - 1 
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Tập {k2n, ke z} là tập con của tập {kn, ke z} (ứng với các giá trị k 


chẵn). Vậy tập xác định của hàm số 


cot X 


cosx -1 
D = M \ [kn, ke zj. 


là 


d) Biểu thức 


sin X 4 - 2 


Ỹ luôn không âm và nó có nghĩa khi cosx + 1^0, hay 
cos* + 1 

cos;c -1. Vậy ta phải có X * (2 k + l)7t, ke z, do đó tập xác định của 


,, .. _ sinx + 2 

hàm số y = \Ị ———- là 
" cos X + 1 


D = R \ {(2k + ỉ)n, k e z}. 


• Ví dụ 3 ___ 

Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của các hàm số : 

a) y = 2 + 3cosjc ; b) y = 3 - 4sin 2 Jccos 2 Jc ; 

1 + 4cos 2 X .. _ . 2 - 

c) y =-—- ; d) y = 2sin X - cos2jc. 


a) Vì -1 < cosjc < 1 nên -3 < 3 cosjc < 3, do đó -1 < 2 + 3cosjc < 5. 
Vậy giá trị lớn nhất của hàm số là 5, đạt được khi cosjc = 1 

<=> X = 2 kn, ke z. 

Giá trị nhỏ nhất của hàm số là -1, đạt được khi C 0 SJC = -1 
<=> X = ( 2 k + 1 ) 71 , ke z. 

b) y = 3 - 4sin 2 ATCOS 2 X = 3 - (2sin jccosjc) 2 = 3 - sin 2 2 jc. 

Ta có 0 < sin 2 2x < 1 nên -1 < -sin 2 2x < 0. 


Vậy 2<y<3. 


r 



Giá trị nhỏ nhất của hàm số là 2, đạt được khi sin 2 2x = ỉ 

<=> sin2jc = ±1 <=> 2x = ±x + k2n, k e z <=> X = ±77 + kn, ke z. 

2 4 

Giá trị lớn nhất của y là 3, đạt được khi sin 2 2x = 0 

TI 

o sin2;t = 0 o 2x = kn, k € z <z> X = k-ị, k € z. 


2.^1 _a_ 1^1 + 4cos_ J x 5 

3' 


c) Vì 0 < cos X < 1 nên Ỷ < 


] 

Giá trị nhỏ nhất của y là đạt được khi cos X = 0 o x = ị + kn, ke z. 


. 5. 2 

Giá trị lớn nhất của y là đạt được khi cos X = 1 


<=> cosx = ±1 <z> X = ấ:ji, ke z. 

d) y = 2sin 2 X - cos2;t = 1 - 2cos2;t . 

Vì -1 < cos2jc < 1 nên -2 < —2 cos2jc < 2, 
do đó -1 < 1 - 2cos2x < 3. 

Giá trị nhỏ nhất của y là — 1, đạt được khi cos2;t = 1 
o2r = 2kn, ke z <=> = kn, k e z. 

Giá trị lớn nhất của y là 3, đạt được khi cos2x = -1 

o 2x = (2 k + l)rc, k e z o X = + ẤĨ7I, k e 7i. 


• Ví dạ 4 _-_ 

Xác định tính chẵn, lẻ của các hàm số 

,_. ., , _ 1 + cos* 

a) y = xcos3x ; b) V = 7 —; 

1 - cosx 


c) y = X 3 sin 2x ; 


d) y 


.3 . 

X — sin X 
cos2x 
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Giải 


a) Kí hiệu f(x) = jccos3;t. Hàm số có tập xác định D = R. 

Ta có với X e D thì -X e D và 

f(-x) = (-x)cos 3(-x) = -Jtcos3x = -f(x). 
Vậy ỵ = xcos3x là hàm số lẻ. 

b) Biểu thức f(x) = ? — C0SA: xác định khi và chỉ khi 

1-cosx 

cosx * 1 <=> X * 2kn, ke z. 


Vậy tập xác định của hàm số y = ? — COS-y là D = R \ ị2kn, ke z}. 

1-cosx 

Với X e D thì -X e D và f(-x) = f(x). 

Do đó hàm số đã cho là hàm số chẵn. 

c) Tập xác, định D = R, do đó với X e D thì -X e D. Ta có 


f(-x ) = (-x) 3 sin 2(-x) = x 3 sin2x = f(x). 


Vậy y = X sm2x là hàm số chan. 


d) Biểu thức f(x) = 


X - sin X 
cos2x 


có nghĩa khi và chỉ khi cos2jc ^ 0 


<=> 2x * ^ + kn, k e % o X * ^ + k^, k e X, 
Vậy tập xác định của hàm số là 


D = R \ + k^, k e zỊ. 


Vói X e D thì -X € D và f(-x) = — = -/(*), do đó hàm số 


cos 2x 


;y = 


JC J - sin X 
cos2x 


là hàm sô lẻ. 



Ví dụ 5 _ 

1 X ^ 

a) Chứng minh rằng cos4-(;c + 4 ấ:tĩ) = cos^- VỚỊ mọi số nguyên k. Từ đó 

X 

vẽ đồ thị hàm số y = cos-^ ; 


^ X 

b) Dựa vào đồ thị hàm số ỵ = cos-^, hãy vẽ đồ thị hàm số y = 


X 

cos— 

2 


N ^ , 1 

a) Ta có cos^-(jc + Akn) = cos 


Giai 


ị+ 2*71 


V 




= cos ~r với mọi Ấ: e z, do đó hàm 


X ^ ' 

số y = cos ^ tuần hoàn với chu kì 4 tĩ. Vì vậy ta chỉ cần vẽ đồ thị của hàm số 

X 

y = cos-^- trên một đoạn có độ dài 471, rồi tịnh tiến song song với trục Ox các 

X 

đoạn có độ dài 471 ta sẽ được đồ thị hàm số y = cos^-. 

Hơn nữa, vì y = cos-^- là hàm số chẵn, nên ta chỉ cần vẽ đồ thị hàm số đó 

trên đoạn [0 ; 271] rồi lấy đối xứng qua trục túng, sẽ được đồ thị hàm số 
trên đoạn [-271; 2 tĩ]. 

Đồ thi hàm số đươc biểu diễn trên hình 5. 



Hình 5 


11 









b) Ta có 


X 

cos^r 


= < 


X v X ^ - 

cos—, nếu cos— > 0 
2 2 

ỵ X 

—cos „, nếu cosx < 0. 
2 2 


JC 

Vì vậy, từ đồ thị hàm sô' y = cos-y ta giữ nguyên những phần đồ thị nằm 
phía trên trục hoành và lấy đối xứng qua trục hoành những phần đồ thị nằm 


phía dưới trục hoành, ta được đồ thị hàm số y = 


X 

cos — 
2 


(H.6). 



Hình 6 


c. BÀI TẬP 


1.1. Tìm tập xác định của các hàm số 


. „ _ ^ 2x 

a) y = cos——- ; 

X - ì 

c) y = C0t2x ; 


b) y = tan-j ; 


d) y = sin 


1 


x 2 -l 


1.2. Tìm tập xác định của các hàm số 

a) y = Vcosx + 1 ; b) y = 


c) y = 


sin 2 X - cos 2 X 
d) y = tan X + cot X. 


cos X - cos 3x 

1.3. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của các hàm số 


r 


a) y - 3 - 2|sin,v| ; 


b) y = cosx + cos 


71 

X - — 


V 


3 J ; 
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c) y = cos 2 X + 2cos2x ; 


d) ;y = V 5 - 2cos 2 a :sin 2 X. 


1.4. Với những giá trị nào của X, ta có mỗi đẳng thức sau ? 


a) 


c) 


1 


tan X 
1 


sin 2 X 


= cotx ; 


= 1 + cot z X ; 


b) 


] 


1 + tan z X 


= cos X ; 


d) tan X + cot X = -7 


sin 2 jc 


1.5. Xác định tính chẵn lẻ của các hàm số 
cos2jc 


a) y = 


c) y = y/1-cosx ; 


b) y = X - sin X ; 

d) y = 1 + cosxsin —— 2x . 

V 2 J . 


1.6. a) Chứng minh rằng cos2(x + &7U) = cos2x, k e z. Từ đó vẽ đồ thị hàm 

y = cos 2 x. 

b) Từ đồ thị hàm số y = cos2x, hãy vẽ đồ thị hàm số y = |cos2x|. 

1.7. Hãy vẽ đồ thị của các hàm số 

a) y = 1 + sin* ; b) y = cosx - 1 ; 


( n ^ 


í -r \ 

TU 


; d) y = cos 

x + ~2 

V 3 ) 


\ 6j 


c) y = sin 
1.8. Hãy vẽ đồ thị của các hàm số 
a) y = tan 


' , 7E N 

X + -7 


V 




b) y - cot 


r 71 N 
X - — 


V 




§2. Phương trình lượng giác cơ bản 

A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

1. Phương trình sin* = a (1) 

• \a\ > 1 : phương trình ( 1 ) vô nghiệm. 


sỏ 



• lứl < 1 : gọi a là một cung thoả mãn sin a = a. Khi đó phương trình (1) 
có các nghiệm là 

X = a + k2n, k e z 

và X = n - a + k2n, k e z. 

Nếu a thoả mãn điều kiện •“ < a < -z và sin a = a thì ta viết a = arcsin a. 

•22 

Khi đó các nghiệm của phương trình (1) là 

X = arcsin a + k2n, k e z 

và X = n - arcsina + k2n, k e z. 

Phương trình sin X = sin p° có các nghiệm là 

x = p° + *360°, k e z 

vàí = 180° - y9° + k360°, ke z. 

^ Chú ý. Trong một công thức nghiệm, không đuọc dùng đồng thời hai đơn vị độ và radian. 
2. Phương trình cos X = a (2) 

• \a\ > 1 : phương trình (2) vô nghiệm. 

• \a\ < 1 : gọi a là một cung thoả mãn cosa = a. Khi đó phương trình (2) 
có các nghiệm là 

X = ±a + k2n, ke z. 

Nếu a thoả mãn điều kiện 0 < a < % và cosa = a thì ta viết a = arccosứ. 
Khi đó nghiệm của phương trình (2) là 

X = larccosa + k2%, ke z. 

Phương trình cosa: = cos/?° có các nghiệm là 

x = ±p° + £360°, ke z. 


14 



3. Phương trình tanx = a 


(3) 


v 71 ..— 

Điều kiện của phương trình (3): x * 2 + k e z. 

Nếu a thoả mãn điều kiện --z < a < và tana = ứ thì ta viết a = arctan a. 

• 2 2 


Lúc đó nghiệm của phương trình (3) là 

X = arctana + kn, k e z. 


Phương trình tan* = tan J3° có các nghiệm là 

x = 0° + Ấ:180°, keZ. 


4. Phương trình cotx = a (4) 

Điều kiện của phương trình (4) là X * kn, ke z. 

Nếu a thoả mãn điều kiện 0 < a < n và cot a = a thì ta viết a = arccot a. 
Lúc đó nghiêm của phương trình (4) là 

X = arccot a + kn, ke z. 


Phương trình cot X = cot J3° có các nghiệm là 

x = p° +km°, ke z. 


B. VÍ DỤ 


Ví dụ 1 - 

Giải các phương trình 

s 


a) sin* 


1 


c) sin(* - 60°) = -y ; 

Á* 


b) sin * = -Ị ; 
d) sin 2* = -1. 
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/nr _• ỹ • 

Giai 


^Vì ỉn f_*ì n ,n 

a) Vì —■— = sin --- nên 

2 \ 3 J 


s n) 

sinx = —— <=> sin ;c = sin . 

2 ^ 

Vậy phương trình có các nghiệm là 

TE 

X = —J + &2tĩ, k e z 

[ 7t 1 4 tĩ _ 

và X = % - --- + 2ả: 7I = —r- + £271, £ e z. 

3) 3 

b) Phương trình sin X = jr có các nghiệm là 

X = arcsin— + 2k%, k e z 
4 

và X = n - arcsinv + £2ti, k e z. 

4 

c) Ta có y = sin 30°, nên 

sin(;c - 60°) = ^ o sin(jc - 60°) = sin 30°. 
X -60° = 30° + £360°, £ e z 

<=> 

X-60° = 180° -30° + £360°, £ e z 
Vậy phương trình có các nghiệm là 

;c = 90° + £360°, k e z 
và X = 210° + £360°, k e z. 

d) Ta có 

sin2jf = -1 (giá trị đặc biệt). 

Phương trình có nghiệm là 

3 TE 

2x = ~Y + k2n, k e z 


hay X = + kn, ke z. 
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> Ví dụ 2 - 

Giải các phương trình 


r 7^ 

a) cos 3x - - 7 - . 

V 6 ) 




c) cos(2;t + 50°) = -ị ; 


b) cosO - 2 ) = J ; 


d) (1 + 2cosx)(3 - cosx) = 0. 


. V 2 _3tt 

a) Vì —— = cos—. nên cos 


2 4 

o cos 


/~I • 2? • 

Giãi 


3x e) 


\ 




3jc-J 
6 


V 


= cos 


3n 




<=> - ■— = ±^J- + k2n , k e z 

6 4 

o 3* = 5 ± ^ + £271, £ e z 

6 4 


C7> 


1 lĩt 

3* = + £2 tĩ, £ e z 


12 


3x = 


7tt 


C7> 


12 


+ £ 2 tt, leZ 


1 Itt , 271 , „ 

x = ^Ị- + k^,keZ 
36 3 

ln 2n ' 

X = --T7 + k~r, ke z. 
36 3 


2 „ 2 

b) cos(;t - 2) = -^ o X - 2 = larccos-^- + £271, ke z 


<=> X = 2 ± arccos-^ + £2 tt, ke z. 


1 


c) Vì y = cos60° nên 

cos(2;t + 50°) = -y o cos(2* + 50°) = cos60° 

o2x + 50° = ±60° + £360°, k e z 


C7> 


C7> 


2x = -50° + 60° + £360°, kel 
2x = -50° - 60° + £360°, k e z 
Jt = 5° + £180°, lẽZ 
Jt = -55° + £180°, k e z. 


2. BTĐS&GT 11 - A 
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d) Ta có 


(1 + 2cos;c)(3 - cosjr) = 0 <=> 


1 + 2cos;c = 0 
3 - cosx = 0 


<=> 


1 

cosx = - — 
cosx - 3. 


Phương ưình COS.V = —^r có các nghiệm là 

Á* 

2n 

X = ỉy + k2n, k € z ; 

còn phương ưình cos* = 3 vô nghiệm. 

Vậy các nghiệm của phương ưình đã cho là 

2n 

X = ỉy + k2n, k € z. 


• Ví dụ 3 _ 

Giải các phương trình 

2n 


a) tan2x = tan 


c) cot 


7 ’ 


b) tan(3x - 30°) = 




í 4 *-fì 

= 73; 

d) 

^ ;c 

cot -- 

\ 

-1 

X \ 

COtJ + l 

l 6 J 


L 3 


2 ) 


= 0 . 


/^1 • 

Giai 

2 n 2n _ 

a) tan 2x = tan-y <=> 2x = -y + K 7 I, Ấ: £ z 


<=> X = 


b) tan(3x - 30°) = 




ị + kỊ, ke z. 

7 2 

o tan(3;c - 30°) = tan(-30°) 
»3^- 30° = -30° + Ấ:180°, k e z 
<=> 3x = £180°, k e 7 j 

<=> X = £60°, € z. 
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2 BT ĐSẴGT 11 - B 



( 71 ^1 1 - 

c) cot 4x - -- = V3 

V 6 J 


cot 


f n ^ 

y 4x - 6) 


= cot 


71 


<=> 4jc —— — — — kĩi, k E z 
6 6 

<» 4* = y + &7T, k e z o X = + k^, k e z. 


V JC JC 

d) Điều kiện : sin-^- * 0 và sin-r * 0. Khi đó ta có 

3 2 


= 0 


( X N 

\( X 

\ 

cot — 1 

cot-- 

+ 1 

l 3 , 

K 2 





cot Ỷ - 1 = 0 

cot ^- + 1 = 0 
2 




. * 

cot 3 

X 

cot — 
2 


= 1 


= -1 


ị = ^ + kn,keZ 
3 4 

ị = ~ĩ + kn,keZ 
2 4 


Các giá trị này thoả mãn điều kiện. 

Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là 

371 


371 

x = Ạ + £3n, k e z 
X = ~r + k2n, ke z. 


X = 


+ ấ:37ĩ, ấ: e z 


và X = + k2n, ke z. 


• Ví dụ 4 -- 

Giải các phương trình 

a) sin2xcot X = 0 ; b) tan(* - 30°)cos(2* - 150°) = 0 ; 

c) (3tan* + -v/3)(2sin* - 1) = 0. 
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(1) 


• 9 * 

Giải 

a) Điều kiện của phương trình sin2xcotx = 0 
là sinx ^ 0. 

Ta biến đổi phương trình đã cho 

cos X 

(1) <=> 2sinxcos X. = 0 

sinx 

<=> 2cos 2 X = 0 

<=> cosx = 0 => X = -X + kn, k e z. 

2 

Các giá trị này thoả mãn điều kiện của phương trình. Vậy nghiệm của 
phương trình là 

X = Ị- + kn, k G z. 

2 

b) Điều kiện của phương trình 

tan(x - 30°) cos(2x - 150°) = 0 (2) 

là cos(x - 30°) * 0. 

Ta biến đổi phương trình đã cho 

(2) o sin( * ~ !°2 .cos(2x - 150°) = 0 

cos(x - 30°) 

sin(x - 30°) = 0 [x-30° = m0°,k G z 

cos(2x - 150°) = 0 |_2x - 150° = ±90° + £360°, k e z 

X = 30° + Ấ:180°, Ả: e z \x = 30° + Ấ:180°, k G z 

=> 2x = 240° + Ấ:360°, k G z => X = 120° + £180°, k e z 
2x = 60° + Ấ:360°, k e z [x = 30° + Ấ:180°, k e z. 

Khi thay vào điều kiện cos(x - 30°) 0, ta thấy giá trị X = 120° + Ấ:180° 

khỏng thoả mãn, còn giá trị x = 30° + Ả:180 o thoả mãn. Vậy nghiệm của 
phương trình đã cho là 

X = 30° + £180°, k e z. 

c) Điều kiện của phương trình 

(3tanx + \/3)(2sinx - 1) = 0 (3) 

là cosx * 0. Ta có 
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(3) 


<=> 


tan * - 


1 

sin* = — 
2 


VI 


* = 


* = 


-Jr + kn, k e z 
0 

■Ịr + k2ĩĩ, k e z 
6 


5ĩi 


X = 


+ k2ĩi, k e z. 


Các giá trị này đều thoả mãn điều kiện của phương trình, trong đó tập các 
giá trị Ịệ + k2n, k e zj là tập con của tập các giá trị ị^r- + 1%, l e zj 

s ■ / • / • * ỉ 1 ~ \ 


(ứng với các giá trị / chẵn). 

Vậy nghiệm của phương trình (3) là 


5n 


X = 


+ kn, k e z 


và X — ~~ k2n , ke z. 
6 




Với những giá trị nào của X thì giá trị của các hàm số tương ứng sau bằng 
nhau ? 


a) ỵ = sin 3x 


và y = sin 


r n^ 

x + A 

4 ) 


b) y = cos(2;t + 1) và y = cos(* - 2) ; 


/ 


c) y = tan 3x 


và y = tan 


n 




~zr — 2x 

u 


) 


• 2 ĩ 

Giai 


Trước hết, mở rộng công thức nghiệm của các phương trình lượng giác cơ 
bản, ta có các công thức sau. Với u(x) và v(*) là hai biểu thức của * thì 


• sin«(*) = sinv(*) <2 


u(x ) = v(*) + k2n, ke z 
u(x) = n - v(*) + k2n, ke z. 


• co su(x) = cosv(*) u(x) = ±v(x) + k2n, ke z. 

• tanw(*) = tanv(*) => u(x) = v(*) + kn, ke z. 

• cot«(*) = cotv(*) => u(x) = v(*) + kn, ke z. 
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Áp dụng các công thức mở rộng này cho các bài toán trong Ví dụ 5, ta có : 


a) sin 3* = sin 


^ 71 ^ 
X “ỉ-7 


V 


<=> 




3x = X + ^- + k2n, k e z 




3x = K - 


n 

X + - 7 - 


\ 


V 


4 ) 


4- k2n, k e z 


<=> 


2x = - 7 - 4 - k2n, k e z 
4 

4x = + &2ti, k € X 

4 


<=> 


X = + Ấ:7t, ke z 

0 

371 » ^ 1 rn 

• V = Ĩ 6 +Ấ: 2 ’ Ấ:€Z ' 


Vậy với * = 4- &71 hoặc * = ^ + Ấ:-^, Ấ: e z thì giá trị của hai hàm số 

0 16 2 




}’ = sin 3x và y = sin 


71 

Jt + — 


\ 


V 


) 


bằng nhau. 


b) cos(2x + 1) = cos(jc - 2) <=> 2x + 1 = ±(x - 2) 4- £271, & e z 


<=> 


2x + 1 = X - 2 4- Ic2n, ke z 
2* + 1 = -JC + 2 + k2n, k eTL 


<=> 


JC = -3 + /: 2 tt, /: g z 

4 + £^r-> k e7L. 
3 3 


1 2 71 ^ 

Vậy với * = -3 4- &2ĩi hoặc X = Ỷ 4- ^ 2 ’ ^ e z thì giá trị của hai hàm số 
y = cos(2a: + 1) và y = cos(;c - 2) bằng nhau. 


c) Điều kiện : cos3x * 0 và cos 


^71 ^ 

,3“ 

V- 5 J 


* 0 . Khi đó 


f 71 ^ TỊ 

tan 3x = tan - 2 X o 3x = — - 2x + kn, ke z 
V 3 ) 3 


=> 5x = ^ + kn, ke z => x= + k^, ke z. 

Các giá trị này thoả mãn điều kiện đặt ra. 

JZ K 

Vậy với X = yịr + k-ị, ke z thì giá trị của hai hàm số y = tan3;c và 


^71 ^ > 

y = tan ^ - 2x bằng nhau. 

\3 
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c. BÀI TẬP 


2.1. Giải các phương trình 

á 


a) sin3x = 

Â 

(x 

c) sin ị + 10° 
\2 


\ 


) 


2.2. Giải các phương trình 

a) cos(jt: + 3) = I ; 


c) cos 


/ 7t ^ 

2x + “ 

V 3 ) 


Ị_ 

2 


2.3. Giải các phương trình 
a) tan(2;c + 45°) = -1 


c) tan 


f X 


) 


n 

= tan| 


V2 4 
2.4. Giải các phương trình 
sin 3 jc 


a) 


= 0 ; 


b) sin(2x - 15°) = 


d) sin4x = y. 




b) cos(3;c - 45°) = 


Va 


d) (2 + cosx)(3cos2x - 1) = 0. 


b) cot r JC + = yỉĩ ; 


( X 

d) cot ị + 20° 
V 3 


Va 


Cơs3x - 1 

c) tan(2;c + 60°)cos(;c + 75°) = 0 ; 


b) cos2xcot 


X - — 


V 


4) 


= 0 ; 


d) (cotjc + 1) sin 3 jc = 0. 


a) y — cos 


b) y = sin 


c) y = tan 


/ 

s 

n 




r % 

\ 

2x - 

—- 

và 

y 

= cos 

— 

■ X 

\ 




\4 

) 

( 





r 


3x - 


và 

y 

= sin 

X + 


\ 




V 

6y 

( 

71 ^ 




r ĩí 

\ 

2x + 

— 

và 

y 

= tan 

— 

X 

V 

5 ) 



15 

) 


d) y = Cơt3x và y = cot 

2.6. Giải các phương trình 
a) Cơs3x - sin2x = 0 ; 
c) sin 3 jc + sin 5 jc = 0 ; 


f 71 ^ 
X + -7- 


V 


37 


b) tanxtan2x = -1 ; 
d) cot2;ccot3;c = 1. 



§3. Một số phương trình lượng giác thưòng gộp 


A. KIẾN THỨC CẦN NHỞ 


1. Phương trình bậc nhất đối với một hàm sô lượng giác 

Các phương trình dạng at + b = 0 (a * 0), với t là một trong các hàm số 
lượng giác, là những phương trình bậc nhất đối với một hàm số lượng giác. 

Sử dụng các phép biến đổi lượng giác, có thể đưa nhiều phương trình lượng 
giác về phương trình bậc nhất đối với một hàm số lượng giác. 

2. Phương trình bậc hai đối với một hàm sô lượng giác 

Các phương trình dạng at 2 + bí + c = 0 (a * 0), với t là một trong các hàm số 
lượng giác, là những phương trình bậc hai đối với một hàm số lượng giác. 

Có nhiều phương trình lượng giác có thể đưa về phương trình bậc hai đối 
với một hàm số lượng giác bằng các phép biến đổi lượng giác. Một số dạng 
chính sẽ được nêu trong ví dụ. 


3. Phương trình bậc nhất đối với sinx và cosx 


Xét phương trình 


asinx 4- bcosx = c. 


( 1 ) 


Biến đổi vế trái của phương trình (1) về dạng 


asinx 4- bcosx 


= 'lã' 


.2 ■ 


+ b sin(x + a ), 


trong đó 


cosa = 


a 


•Ịa' 


, sina = 


+ b' 


'Ịa 


+ b 


24 


ta đưa phương trình (1) về phương trình bậc nhất đối với một hàm số 
lượng giác. 



B. VÍ DỤ 


• Ví dụ 1 _ 

Giải các phương trình 

a) sin2x - 2cosx = 0 ; 
c) tan2x - 2tanx = 0 ; 


b) 8cos2xsin2xcos4x = V2 ; 
d) 2cos 2 X + cos2x = 2. 


• 21 

Giai 

a) Ta có 

sin 2- 2cosx = 0 o 2sinxcosx - 2cosx = 0 o 2cosx(sinx - 1) = 0 

r C osx = 0 x = ị + kn,keZ 

|_sinx = 1 x = ^ + k2n,keZ. 

Tập + k2n, k € zỊ là tập con của tập + kn, k e zỊ. 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là X = -ị + kn, k e z. 

b) Ta có 

8cos2xsin2xcos4x = \l2 o 4sin4xcos4x = yỈ2 


o 2sin8* = v2 o sin8 jc = 


4Ì 


<=> 


8x = -^ + k2n, k G z 
4 

3 TC 

8x = -7- + k2n, k e z 

4 

Vậy nghiệm của phương trình là 


<=> 


x = Ề + k 4' tsZ 

3n , n , „ 

x= 32 +k 4 ' k€Z - 


x = yỵ +k ~ị’ ke và X - + k^, k e z. 

c) Điều kiện : cos2x * 0 và cosx * 0. 

Ta có 

- -_ 2tanx ^ 

tan 2x - 2 tan X = 0 o ——-? -2tanx = 0<=>2tanx 


1 




__ „ „ __ -1 

' r A M V \/ ^—r ^ VMAA ^V I _ 1 

1 - tan X vl- tan 2 X J 

o 2 tan 3 x = 0 o tan X = 0 => X = kn, k € z. 


= 0 
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Các giá trị này thoả mãn điều kiện của phương trình. 

Vậy nghiệm của phương trình là X = kn, k € z. 

d) Ta có 

, ^ 1 
2cos X + cos2;t =2 <=> 1 + 2cos2;c = 2 <=> cos2;c = 

Á* 

<=> 2x = ±-j + k2n, k e z <=> X = ±-Ịr + kn, k e z. 

71 

Vậy nghiệm của phương trình là X = ±— + kn, k e z. 


Ví dụ 2 - 

Giải các phương trình 

a) cos3jc - cos4jc + cos5jc = 0 ; 


2 2 . 

c) cos X - sin X = sin3* + COS4.X ; 


b) sin7x - sin 3x = cos5x ; 
d) cos2;c - cos* = 2sin 2 ^ 


Giải 

a) cosĩx - COS4.X + COS5.X = 0 <=> cos3;c + cos5jc = cos4;c 

<=> 2cos4;tcos;c = cos4;c 
<=> cos4;t(2cos;c - 1) = 0 


<=> 


cos4x = 0 

1 <=> 
Cosx = — 


4x = + kn, k e z 

X = ±2 + k2ĩí, k e z 


<=> 


JE = Ị + *Ị,Jfc e z 
8 4 

X = ±2 + &27T, leZ. 


Vậy phương trình có các nghiệm là 


n , n „ '71 

* = g + và x = ±-^ + ấ:2tĩ, ấ: e z. 

b) Ta có 

sin 7* - sin3* - COS5.X = 0 <=> 2cos5;csin2;c - cos5;c = 0 

<=> cos 5;c(2 sin 2* - 1) = 0 
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<=> 


cos 5x = 0 

; o J_ ° 

sin2jc = — 

2 


5x = -ị + kn, k e z 


71 


2jc = ^7 + &2ti, & e z 

6 

2x = + £ 271 , £ € z. 

6 


Vậy phương trình có các nghiệm là Jt = -^- + £-^, k eZ ; X = + kn và 

10 5 12 


X = 


5ti 


+ kn, k e z. 


12 
c) Ta có 

cỏs 2 — sin 2 X = sin3* + cos4jc o cos2jc — cos4jc - sin3jc = 0 
<=> -2sin3jcsin(-jc) - sin3jc = 0 <=> sin3;t(2sin.x: - 1) = 0 

3x = kn, k e z 


<=> 


sin3jc = 0 

1 ^ 

sinjc = — 

2 


71 

* = — + k2n, k € z 
6 


5ti 


JC = 


+ £2ti, k eZ. 


Vậy các nghiệm của phương trình là 


x = k^-, ke z ; X = -^ + £271 và X = + kln, ke z. 

J õ 6 


d) Ta có 


cos2jc - C0SJC = 2sin 2 4í 


_ . 3 X . JC _ . 2. 3jc 
2 <=> ^sin^sin^- - 2sin 2: ^- - 0 


<=> -2 sin 


. 3x 


. 3x 


. X 

sinx + sin ^ 
2 2 


_ 3jc X 

= 0 <=> -2sin^-.2sin JCC0S^- = 0 

2 2 


<=> 


.3* _ 
sin 2 =0 
sinjt = 0 <=> 

COS— = 0 
2 


r 3 jc , , _ 

— = kn, ke z 

* = £71, £ e z 

^ = ^+£ti, £ e z 


<=> 


* = ^ ^ e z 

* = £71, k eZ 

X = 7t + £271, k eZ. 
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Tập {ti + k2n, k e z} là tập con của tập {ibi, k € z}. 

2 71 v 

Vậy các nghiệm của phương trình là X = và JC = Ấ: 7 I, k € z. 


• Vírfạ 3_ 

Giải các phương trình 

a) 2cos 2 2x + 3sin 2 X = 2 ; 


s ~ _2 __:_4 , 

c) 2 - cos X = sin X ; 


b) cos2x + 2cosx = 2 sũi 2 -t- ; 

2 

d) sin X + cos X = —sín2x. 

2 


• 7 • 

Giai 

a) Ta có 

2cos 2 2x + 3sin 2 X = 2 » 2cos 2 2x + 3. x = 2 


o 4cos 2 2x - 3cos2x - 1 = 0 o 


cos2jc 

cos2jc 


= 1 


<=> 


2x = kin, ke z 


2x = ± arccos 


+ k2n, k e z 


V 


<=> 


X = kn, k e z 

X = ±—arccos 
2 


/" 1 \ 


V •*) 


+ ẢT7T, k e z. 


Vậy các nghiệm của phương trình là 

X = fot, k G z và X = ±Ạarccos 

2 


A 1 \ 




+ &7I, ấ: e z. 


b) Ta có 

cos2x + 2cosx = 2sin 2 ^ <=> 2cos 2 X - 1 + 2cosx = 1 - cosx 

o 2cos 2 X + 3cosx -2=0 


<=> 


1 

cosx - — 

2 

cosx = -2. 


Ị_ 

4 
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Phương trình cosjt = -2 vô nghiệm, còn phương trình cosjt = có 

X = ±^- + k.2%, ke z. 

3 

Vậy nghiệm của phương trình là X = ±-j + k2n, k e z. 

c) Ta có 

2 - cos 2 JC = sin 4 X o 2 - (1 - sin 2 jc) = sin 4 X 

o sin 4 JC — sin 2 JC — 1 =0. 

Đặt t = sin 2 X, với điều kiện 0 < t < 1, ta được phương trình 1 - t - 

_ _ _ 1 — >/5 1 + yỈ5 

Phương trình này có hai nghiệm tị = ——-—, t 2 = ——■— . 

Vì ÍJ < 0, / 2 > 1 nên hai giá trị này không thoả mãn điều kiện. 

Vậy phương trình đã cho vô nghiệm. 

d) Ta có 

.4 4 1,- . . 2 . 2 \2 /» • 2 2 

sin JC + cos X = — sin2jc o (sin X + cos X) -2sin xcos x = 


2 


o 1 -2. 


2 

sin 2 jc 1 . _ . 2 /, „ 

-— — —sin2jc o sin 2x + sin2jc -2 = 0 

4 2 


<=> 


sin2jc = 1 
sin2jc = -2. 

U- 

Phương trình sin2jt = -2 vô nghiệm, còn phương trình sin2jt 

% - 
nghiệm 2jc = -j- + k2n, ke z. 

Vậy nghiệm của phương trình là JC = — + /:7Ĩ, k elj. 


• Ví dụ 4 _ 

Giải các phương trình 

a) 3tanjr + >/3cot X - 3 - V 3 = 0 ; 


c) 2tan;c + cotJC = 2sin2;c + . 

sin2jc 



sin 2 2 jc - 2 

2 ——- Y~ = tan 

sin 2 jc - 4cos X 


nghiệm 


1 = 0 . 


sin2jc 


= 1 có 
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( 1 ) 


/nr • 9 * 

Giai 


a) 3 tan X + -J3 cot X - 3 - yj?> =0 

Điều kiện của phương trình (1) là cosx * 0 và sin* * 0. 


( 1 ) 


<=> 3 tan X + 




tanx 


-3-V3 =0 


<=> 3 tan 2 X - (3 + -\/3)tan X + J3=0 


<=> 


tan* = 1 


tan* = 




X = — + kn, 1ẽZ 
4 

X = — + kn, 1eZ, 
6 


Các giá trị này thoả mãn điều kiện của phương trình (1). Vậy các nghiệm 
của phương trình (1) là 


X = 


— + kn và X = -7 + .kn, k e 
4 6 


z. 


sin 2 2x - 2 2 „ 

b) ~~ ——-—-T— = tan X. (2) 

sin 2* - 4cos * 

Điều kiện của phương trình (2) là cosx * 0 và sin 2 2x - 4cos 2 x * 0. 
Ta có 

sin 2 2x - 4cos 2 X = 4 sin 2 xcos 2 X - 4cos 2 X 

= 4cos 2 x(sin 2 X - 1) = -4cos 4 X. 


Vì vậy sin 2 2x - 4cos 2 X * 0 <=> cosx * 0. 

Do đó điều kiện của phương trình (2) là cosx * 0. Theo biến đổi trên, ta có 

sin 2 2x - 2 sin 2 X . 2 „ ~ , 2 .2 

(2) <=>-— = ' — <=> sin 2x — 2 = -4cos xsin X 

- 4 cos 4 X cos 2 X 

<=> 2 sin 2 2x = 2 <=> sin2x = ±1 <=> cos2x = 0 

=> 2 x = — + K7t => X = -- + xe z. 

1 

Các giá trị này thoả mãn điều kiện của phương trình (2). Vậy nghiệm của 

71 . 71 . _ 

phương trình (2) là X = -- + k -j-, k € z. 

4 2 
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1 


( 3 ) 


c) 2tan* + cot* = 2sin2* + . 

sin 2* 

Điều kiện của phương trình (3) là sin* * 0 và cos* * 0. Ta có 

-. 2sin* cos* 

2 tan * + cot * = ———I- ——— 

cos* sin* 

2sin 2 * + cos 2 * _ sin 2 * + 1 

sin*cos* 1 . 

— sin 2* 

2 

Do đó 

... 2(sin 2 * + 1) 2 sin 2 2* + 1 

( 3 > => — :: r ---= — —7~z - 

sin 2* sin 2* 

<=> 2sin 2 2* - 2sin 2 * - 1 = 0 <=> 2(1 - cos 2 2*) - (1 - cos2*) -1=0 
<=> -2cos 2 2* + cos2* = 0 <=> cos2*(l - 2cos2*) = 0 


cos2* = 0 


o 


cos 2* = — 
2 


2 * = -Ẹ + kn, k G z 
2 

2 * = ±^- + k2n, k G z 
3 


I I _ ™ 

X = — + , k G £ 

4 2 

7Ĩ 

* = ±~r + kn , 1 € z. 

L 6 

Các giá trị này đều thoả mãn điều kiện của phương trình (3). Vậy các 
nghiệm của phương trình (3) là * = -^ + k^, k e z và * = ±-^ + kn, k G z. 


• Ví dụ 5 _ 

Giải các phương trình 

a) 4cos 2 * + 3sin*cos* - sin 2 * = 3 ; 

b) 2sin 2 * - sin*cos* - cos 2 * = 2 ; 

c) 4sin 2 * - 4sin*cos* + 3cos 2 * = 1. 
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/-1 • 2 • 
Giai 


a) Với cosx = 0 thì vế trái bằng -1 còn vế phải bằng 3 nên cosx = 0 
không thoả mãn phương trình. Với cosx * 0, chia hai vế của phương trình 

cho cos 2 X ta được 

4 + 3 tan X - tan 2 X = 3(1 + tan 2 x) o 4 tan 2 X - 3 tan JC — 1=0 


71 

tan* = 1 X = -- + kn,k e z 

4 

^ tan Y — ^ ( 1 ^1 

anx - 4 X = arctan --7 + Ả: 71 , ke z. 

L 4yl 

Vậy các nghiệm của phương trình là 

71 v ( rì 

X = -J + xn, Ấ: € z và X = arctan — 7 + Ấ:JĨ, k € z. 

V 4 J 


b) Với cosx = 0 ta thấy cả hai vế của phương trình bằng 2. Vậy cosx = 0 
thoa mãn phương trình, hay X = - 7 - + kn, ke z là nghiệm. 


Với cos * 0, chia cả hai vế của phương trình cho cos 2 X ta được 
2 tan 2 X - tan X - 1 = 2(1 + tan 2 x) 
o tanx = -3 <=> X = arctan(-3) + kn, ke z. 

Vậy các nghiệm của phương trình là 

71 

X = - 7 - + kn, k e z và X = arctan(-3) + kn, k e z. 

c) Với cosx = 0 thì vế trái bằng 4, còn vế phải bằng 1, nên cosx = 0 
không thoả mãn phương trình. Với cosx + 0, chia hai vế của phương trình 

cho cos 2 X ta được 

4 tan 2 X - 4 tan X + 3 = 1 + tan 2 X 
o 3 tan 2 x-4tanx + 2 = 0. 

Phương trình này vô nghiệm. Vậy phương trình đã cho vô nghiệm. 
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• Ví dụ 6 - 

Giải các phương trình 

a) V3 cos X + sin X = -2 ; ' b) cos 3* - sin 3* = 1 ; 

c) 4sin* + 3cos* = 4(1 + tan*)--—. 

cos * 


Giải 

a) Ta có 

fZ _ V 3 1 

V3 cos* + sin* =-2 cos* + — sin* = -1 

2 2 

7T K ( 7T 1 

o sin—cos* + cos—sin* = -1 o sin * + — = 


^ + k2n, ke z <=> * = —+ k2n, k e z. 

3 2 6 


Vậy nghiệm của phương trình là * = + k2n, k e z. 

6 


b) Ta có 

cos3* - sin3* = 1 o V 2 -^-cos3* - -^-sin3* = 1 

2 2 


<=> cos—cos3* - sin —sin 3* = 

4 4 2 


' _ 7Ĩ 1 7Ĩ 7Ĩ 7t 

o cos 3* + — = cos— o 3* + — = ±— + k2n 

[ 4 4 4 4 


- k2n, ke z * 

7Ĩ _ „ 

= --7- + k 2 ĩi, k e z 

2 X 


k^, ke z 

3 

71 . 271 

6 3 


3. BTĐS&GT11 - A 
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Vậy các nghiệm của phương trình là 

X = k-^-, k e z và X = —k e z. 
3 6 3 

c) Điều kiện của phương trình là cosx * 0. 

Ta có 

4 sin* + 3cosx = 4(1 + tanx)--— 

CƠSJC 

o cosx(4sinjt + 3cosx) = 4(sinx + cosx) - 1 


o cosx(4sinx + 3 cosjc) - cosx = 4 sin* + 3cosx - 1 
o cosx(4sinx + 3cosx - 1) = 4 sin* + 3 cosjc - 1 
o (cos.v - l)(4sinx + 3cosx - 1) = 0 

X = k2n, k e z 

4 . 3_ 1 

—sinjr + —CƠSJC = —. 

5 5 5 


Kí hiệu a là cung mà sinor = —, cosor = -- ta được 

5 5 


<=> 


COSJC - 1 

4sin X + 3cos X - 1 


(2) o cos(x - a) = 




o X - a = ± arccos — + k2n o 

5 

Vậy các nghiệm của phương trình (1) là 
X = k2n, ke z và x = a± arccos — + k2n , 


X = a ± arccos-r + k2n. 

5 

3 

k e z, trong đó a = arccos-^. 


c. BÀI TẬP 


Giải các phương trình sau (3.1 -3.7) : 

3.1. a) cos2a - sirut - 1 = 0 ; 
c) 4sin acosacos2a - -1 ; 

3.2. a) sinx + 2sin3x = -sin5x ; 

c) SÙIA'sin2xsin3x = —sin4jc ; 

4 


b) cosacos2a = 1 + sinjcsin2x ; 
d) tanA' = 3cot X. 
b) cosSacosa = cos4a ; 

J\ •_4 „ __4 1 2 ^ 

d) sin X + cos X = ---cos 2x. 

2 
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3.3. a) 3cos 2 X - 2sin X + 2 = 0; 
c) sin 6 X + cos 6 X = 4cos 2 2x ; 

3.4. a) 2tan X - 3cot X -2 = 0; 
c) cot X - C0t2;t = tan X + 1. 

3.5. a) cos 2 X + 2sin ;tcos X + 5sin 2 X = 2 ; 

b) 3 cos 2 X - 2 sin 2 X + sin 2 X = 1 ; 

c) 4cos 2 X - 3sin;tcos;t + 3sin 2 X = 1. 

3.6. a) 2cosjc - sin X = 2 ; 

c) 8cos 4 X - 4cos2;t + sin4;t -4 = 0; 


b) 5sin 2 X + 3cos X + 3 = 0; 

J S 1 . . 9 _4 

d) -— + sin X = cos X. 

4 

b) cos 2 X = 3sin2;t + 3 ; 


b) sin 5* + COS5.X = -1 ; 

d) sin 6 X + cos 6 X + Ậsin4;t = 0. 

2 


3.7. a) 1 + sin X - cosx - sin2;t + 2cos2;t = 0 ; 

UN .. 1 _ „:_2 „ 1 

b) sinjc — 7 ^— = sin X -—— ; 

sin X sin 2 X 

c) cos X tan 3 X = sin5jc ; 

d) 2tan 2 X + 3tan X + 2cot 2 X + 3cot X + 2 = 0. 


Bài tập ôn chương I 


1. Tìm tập xác định của các hàm số 

2 - cos X 


a) y = 


1 + tan 


^ n'' 

X — — 

3 


b)-y = 


V 


tan X + cot X 
1 - sin2x 




2. Xác định tính chẵn lẻ của các hàm số 

» 


■3 


a) y = sin X - tan X ; 


b) y = 


cosx + cot X 
sinx 


3. Chia các đoạn sau thành hai đoạn, trên một đoạn hàm số y = sinx tăng, 
còn trên đoạn kia hàm số đó giảm : 


a) 


Ị;2 n 
2 


b) [-n ; 0] ; 


c) [~2n ; -7ĩ]. 


35 



4 . Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của các hàm số 


a) y = 3 - 4 sin X ; b) y = 2 - yịcosx . 


5. Vẽ đồ thị của các hàm số 


a) y = sin 2x + 1 ; 


b) y = cos 


X —- 
6 


V 




Giải các phương trình sau (6 -15) : 


6. sin 2 X - cos 2 X = cos4x. 

7. cos3x - cos5x = sinx. 

8. 3sin 2 X + 4cosjc - 2 = 0. 

9. sin 2 X + sin 2 2x = sin 2 3x. 

10. 2tanx + 3cotx = 4. 

■i 

2 . .2 

11. 2cos X - 3sin2x + sin X — 1. 

12. 2sin 2 X + sinxcosx - cos 2 X = 3. 

13. 3sinx - 4cosx = 1. 

14. 4sin3x + sin5x - 2sinxcos2x = 0. 

15. 2 tan 2 X - 3 tan X + 2 cot 2 X + 3 cot X - 3 = 0. 


LÒI GIẢI - HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ CHƯONG I 

9 


§ 1 . 


1.1. a) D = R \ {1}. 

b) COS7 ^0o7^7 + )tJt <=> X ^ 77- + k3n, ke z. 
3 3 2 2 


vạy D = R \ <1 Y + «71, e zỊ. 
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_ 

c) sin2x ^Oolx^knox^ k-r, k e z. 

2 


Vậy D = R \ < 


k^,k G zị. 


d)D = R\{-l ; 1}. 

1.2. a) cosx + 1 > 0, Vx e R. Vậy D = R. 


/ 


'2 - 9 _ TT 

b) sin * - cos * = -cos2x * 0 o 2x * — + kn, k e z 

2 

o X *- + £?, Ẩ: e z. Vậy D = R\ J^ + £?, k gZ>. 
4 2 [4 2 J 


•2 


c) cosx - cos3x = -2sin2xsin(-x) = 4 sin xcosx. 

Do đó cosx - cos3x * 0 o sinx * 0 và cosx * 0 

o X * kn và X * ^ + kn, k e z. Vậy D = R\ ịk^ , k e z 

d) tan X và cot X có nghĩa khi sin X ^ 0 và cos X ^ 0 . 

Vậy tập xác định như trong câu c). 

1.3. a) 0 < sinx <1 nên -2 < -2 sin X < 0. 

Vậy giá trị lớn nhất của y = 3 - 2 sinx là 3, đạt dược khi sinx = 0 ; giá trị 
nhỏ nhất của y là 1, đạt được khi sinx = ±1. 


b) cos X + cos 


f 7t^ 


í 

X - — 

- 2cos 

X - — 

l 3j 


l 6 J 


cos— = V3cos 
6 . 


/ 7t^ 

X - — 

6 


V 




In 


Vậy giá trị nhỏ nhất của y là -V3, đạt được chẳng hạn, tại X = ; giá trị 

lớn nhất của y là V3 , đạt được chẳng hạn, tại X = ^. 

6 


c) Ta có 


2 - l + cos2x - - 1+5cos2x 

cos X + 2cos2x = -—-1- 2cos2x = - ; - 
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Vì -1 < cos2x < 1 nên giá trị lớn nhất của y là 3, dạt dược khi X - 0 . 

7Z 

giá trị nhỏ nhất của y là -2, dạt dược khi X = — . 

d) HD : 5 - 2cos 2 .xsin 2 X = 5 - ịsin 2 2x. 

2 

Vì 0 < sin 2 2x < 1 nên -ị < -ị sin 2 2x < 0 => ^ệ- < y < V 5. 

2 2 2 

71 3 V 2 

Suy ra giá trị lớn nhất của y là y[s tại x = k^, giá trị nhỏ nhất là 

Á* 


71 , 71 ' 

X = + k—~‘ 

4 2 . 

1.4. a) Đẳng thức xảy ra khi các biểu thức ở hai vế có nghĩa, tức là sinx * 0 và 

7 1 - — 

cosx ± 0. Vâv dẳng thức xẩv ra khi X * k-T, k e z. 


cosx * 0. Vậy dẳng thức xảy ra khi X * k-Ẹ, k e z. 


71 


b) Đẳng thức xảy ra khi C 0 SJC ^ 0, tức là khi X * ■— + kn, k G z. 

c) Đẳng thức xảy ra khi sin X ^ 0, tức là X ± kn, le z. 

71 

d) Đẳng thức xảy ra khi sin X * 0 và cos X * 0, tức là X * k— , Ấ: e z. 
1.5. a) y = C0S ^ là hàm số lẻ. 

X 

b) y = X - sin X là hàm số lẻ. 

c) y = Vĩ - cos* là hàm số chẵn. 

= 1 - cos.xcos2;t là hàm số chận. 


d) y = 1 + cosxsin 




V 


- 2x 
2 J 


1.6. a) cos2(x: + kn) = cos(2.x + k2%) = COS2.X, leZ, Vậy hàm số y = COS2.V 
là hàm số chẵn, tuần hoàn, có chu kì là 7t (H.7). 



Hình 7 
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msằ 


Tn\ 3tĩ /571 -71 3ti\ _ĨL /Í2Ị 
4 \ 2 / 4 4 \ 2 / 4 



Hình 8 


b) Đồ thị hàm số y = cos2x| (H.8). 

1.7. a) ĐỒ thị hàm số y = 1 + sin* thu được từ đồ thị hàm số y = sin* bằng 
cách tịnh tiến song song với trục tung lên phía trên một đơn vị (H.9). 


y = 1 + siru 


.í 


/ % 

/ % 

Á—V = sinx \ 
/ y \ 


b) ĐỒ thị hàm số y = cosx - 1 thu được từ đồ thị hàm số y = cosx bằng 

cách tịnh tiến song song với trục tung xuống phía dưới một đơn vị (bạn đọc 
tự vẽ hình). 

__ ( TCÌ 

c) ĐỒ thị hàm số y = sin X - ~z thu được từ đồ thị hàm số y = sin X bằng 

V 3/ 

cách tịnh tiến song song với trục hoành sang phải một đoạn bằng (H.10). 


Mã 


1 








T-^ ' ( 71 ^ , 

d) Đồ thị hàm sô y = cos X + ~2 thu dược từ dồ thi hàm số y = cosx 

V 6 J 

7T 

bằng cách tịnh tiến song song với trục hoành sang trái một đoạn bằng -- 

6 

(bạn đọc tự vẽ hình). 


s - ( Ti") 

a) ĐỒ thị hàm số y = tan X + -7 thu được từ đồ thị hàm số y = tan X 

\ 4 ; 

bằng cách tịnh tiến song song với trục hoành sang trái một đoạn bằng - 7 . 

4 

b) ĐỒ íhị hàm số y = cot X - -ỳ thu được từ đồ thị hàm số y = cotx bằng 

V 6 ) 

V 71 

cách tịnh tiến song song với trục hoành sang phải một đoạn bằng -r. 

6 


§ 2 . 

2.1. a) X = + k^-, k e z và X = ^ + k^-, k e z. 

9 3 9 3 

b) x = 30° + £180°, k = z và = 75° + £180°, ke z. 

c) x = -80° + k72Q°, ke z và * = 400° + k!20°, ke z. 

1_. 2 , 71 , _ ^ 71 1 . 2 , 71 , _ 

d) X = —arcsin— + k—, ke z và X - — —-arcsin— + k — , ke z. 

4 3 2 4 4 3 2 

2.2. a) X = -3 ± arccos-Ị- + k2n, ke z. 

3 

b) x = 25° + k 120°, * = 5° + £120°, k e z. 

n , 7t . . , „ 

c) X — — + kn, X — --- + kn, ke z. 

6 2 

d) X = ±Ạarccos— + kn, ke z. 

2 3 
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2.3. a) X = -45° + £90°, k e z. 


b) X = —^ + &7I, k eZ. 
6 


c) X = —^ + &2ti, ^ € z. d) X = 300° + £540°, & e z. 

4 


2.4. a) Điều kiện : cos3x * 1. Ta có 

sin3x = 0 => 3x = kít. Do điều kiện, các giá trị Ấ: = 2 m, m e z bị loại, nên 

, 71 

3x = (2m + 1)71, me z. Vậy nghiệm của phương trình là X = (2m + 1)—, 

me z. 


b) Điều kiện : sin 




X- 




cos 2 x.cot 


X- 


V 


^ 0. Biến đổi phương trình 


= 0 => cos 2 x.cos 


r 71 ^ 
X - — 

4 


V 


= 0 




cos 2 x - 0 


cos 


f 71 ^ 
X-- 

4 




= 0 


y 


X = -7 + k^-, ke z 
4 2 

X = — + kn, k e z. 


. JC JC 

Do điều kiện, các giá trị X = -7 + 2m-^, me z bị loại. Vậy nghiệm của 

4 2 


phương trình là 

X = — + (2m + 1 )^, m e Zvà X = — + kn, ke z. 
4 v '2 4 

c) Điều kiện : cos(2x + 60°) 0. Ta có 

tan (2x + 60°)cos(x + 75°) = 0 
=> sin(2x + 60°) cos(x + 75°) = 0 

2x + 60° = £180°, keZ 
X + 75° = 90° + £180°, k e z 

x = -30° + k90 ữ ,keZ 
X = 15° + *180°, ke z. 


sin( 2 x + 60°) = 0 
cos(x + 75°) = 0 
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Do điều kiện ở trên, các giá trị X = 15° + £180°, k eZ bị loại. 

Vậy nghiệm của phương trình là X = -30° + £90°, k e z. 
d) Điều kiên : sin X * 0. Ta có 


(cot X + l)sin3jc = 0 


<=> 


cot X = -1 
sin 3x = 0 

X = —^ + kn, k e z 
4 

X = k^, k e z. 


n 


Do điều kiện sin X 0 nên những giá trị X = k-2 vói k = 3 m, m e z bị 
loại. Vậy nghiệm của phương trình là 


X = -Ỵ + kn ; X = Ỵ + kn và X = Íỵ- + kn, ke z. 


2.5. a) cos 


- TU 


(n ) 

2jc 

= cos 

— - X 

l 3j 

14 J 


<=> 


2x = - X + k2n< ke z 

- 7Ĩ 7Ĩ , - , _ 

2x~Ỷ = --- + X + k2n, ke z 


<=> 


7tĩ 

3x = ýậ + k2n, ke z 
JC = + ấ:2tĩ, k eZ. 


Vậy các giá trị cần tìm là JC = ^ , Ấ: e z và X = -^r + k2n, k e z. 

36 3 12 


b) sin 


V 4/ 


= sin 


r 71 N 

V 6 / 


<=> 


- TU 71, _ _ 

3x- — = JC + — + Ả;27U, k s £i 
4 6 

-71 TU _ _ - . _ 

3x - — = 11- X —^ + £2tu, k e z 

4 6 


<=> 


2jc = + k2n, ke z 

4jc = + Ấ:2ĩt, Ấ: e z 


<=> 


X = 


X = 


5tt 
24 
1371 
~48" 


+ kn, ke z 

7t 

+ k-^-, k e z. 
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. . 5n . , V 13tĩ , 7Ĩ . _ 

Vậy các giá trị cần tìm ìằx = ^Ị-\-kn,keZ vằ X = -Ịg + k—, k eZ. 


ỉ _ \ / _ 

_ - 71 _ 7Ĩ 

c) tan 2x + — = tan - JC 

L 3 V 3 


f ( 7Ĩ _ 

cos 2x + * 0 và cos - X * 0 (1) 

V 5 J V 5 ) 

2.X + -J = 'J — .X + kn, k e z. (2) 


(2) <^> X - k^, k e z. 


Các giá trị này thoả mãn điều kiện (1). Vậy ta có .X = 


Ấ :-^, k e z. 


f 71 ^ 

d) COt3jC = cot -X + -ịr- 

\ 3 / 


sin 3x 0 và sin X + -ị 0 (3) 

3 jc = X + ^ + Ả; 71 , ke z. (4) 

(4) Ọ7 = 7 + ỉỊ, ỉeZ. 

6 2 

Nếu £ = 2m + 1, m e z thì các giá trị này không thoả mãn điều kiện (3). 

7Ĩ 

Suy ra các giá trị cần tìm là X = 7 T + mn, m e z. 

6 

2.6. a) cos3jc - SŨ12.X = 0 


. 71 ^ 

o cos3jc = sin 2x o cos3jc = cos -zr-2x 

V 2 ) 

fn „ V _ 

o 3r = ỉ -Ịr-2x + k2n, k € z 

V 2 / 


5 x = y + £271, ke z 
Jt = -^ + £271, ke z. 
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Vậy nghiệm phương trình là 


X = — + k , Ấ: e z và JC = — + k2n, k e z. 


b) Điểu kiện của phương trình : cos X * 0 và cos2jt * 0. 

taruc tâĩi 2 x = - 1 => sinjcsin2jt = -cosjccos2jc 

=> cos2jccos;t + sin2;tsiru = 0 => cos* = 0. 
Kết hợp với điều kiện, ta thấy phương trình vô nghiệm. 

c) sin 3* + sin 5* = 0 


<=> 2 sũi 4 jc cos X = 0 <=> 


sin4;t = 0 

<=> 

CƠSJC -- 0 


4x = kn, k € z 

x = 2 + k n ^ e 


% % 

Vậy nghiệm của phương trình là X = k-jr, k € Zvà X = -^- + kn, k € z. 

11 

d) Điều kiện : sùi2jc * 0 và sin3jc * 0. 
cot2jccot3jc = 1 => cos2jccos3jc = sin2jcsin3jc 

=> cos2jccos3jc- sin2jcsin3jc = 0 

K 

=> cos5jc = 0 =>5x = -ị + kn y k ẽZ 

^ x =w +k y ke z - 

Với k = 2 + 5m , m eZ thì 

JC = + (2 + 5m)y = -j^ + ^ + mn = ~ 2 + mn , m e z. 

LÚC đó sin2jc = sin(7T + 2/wĩ) = 0, không thoả mãn điều kiện. 


Có thể suy ra nghiệm phương trình là 


X = 


% 

ĩõ 


, n , 

+ e 


z và k * 2 4- 5 m, me z 


§3. 


3.1. a) cos 2 jc - sin X - 1 = 0 


2 


<=>l-2sin JC - SÙ1JC - 1 = 0 <=> sinjc(2sin X + 1) = 0 


<=> 


sin Jt = 0 

1 ^ 
sinjc = - — 


X = kn, ke z 


JC = 


JC = 


+ £271, k e z 

6 


7tt 


+ ả: 2 tĩ, ke z. 
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b) cos*cos2* = 1 + sin*sin2* 
o cosjccos2jc- sinjcsin2jc = 1 

2 TE _ 

<=> cos3* = 1 <=> 3* = k2n <=> X = k-Ỵ-, k e Zi. 

c) 4sin*cos*cos2* = -1 o 2sin2*cos2* =-1 

<=> sin 4* = -1 <=> = -2 + k2n , k e z X = ~^ + k^, k e z. 

d) tan* = 3cot*. Điều kiện : cos* * 0 và sin* * 0. 

3 TC 

Ta có tan X = ——— <=> tan 2 X = 3 <=> tan X = ±\/3 => JC = ±— + £7r, £ G z. 

tanjc 3 

Các giá trị này thoả mãn điều kiện của phương trình nên là nghiệm của 
phương trình đã cho. 

3.2. a) sinjc + 2sin3jc = -sin5jc <=> sin5jc + sinjc + 2sin3jc = 0 
<=> 2sin3jccos2jc + 2sin3jc = 0 

<=> 2sin3jc(cos2jc + 1) = 0 <=> 4sin3jccos 2 X = 0 


<=> 


sin3jc = 0 
cosjc = 0 


<=> 


3 jc = kn, ke z 
X = — + kn, k e z 


<=> 


X — ke z 

TE 

JC = — + kn> k e z. 


b) cos5jccosjc = cos4* 

<=> ^-(cos6jc + cos4jc) = cos4* 

<=> C0SỔJC = cos4jc <=> 6x = ±4x + k2n , k e z 




2 jc = £2n, k e z 
10 jc = £2n, ke z 


<=> 


JC = £tĩ;, £ e z 

JC = k e z. 


Tập {Ấ: 7 T, Ấ: E Z } chứa trong tập 


/ E zỊ (ứng với các giá trị / là bội số 


TE 

của 5) nên nghiệm của phương trình là * = k-ị , k e z. 
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c) sin X sin 2x sin 3x = -7 sin 4x <=> sin;csin2.x:sin3.x: =-Ị-sin2;ccos2.x: 

4 2 

<=> sin2;c(cos2.x: - 2 sin sin 3 jc) = 0 <=> sin2;c.cos4.x: = 0 


o 


sin 2x = 0 

C0S4.X = 0 


o 


2x = kn, k e z 
4x = Ịỵ + kn, k e z 


o 


X = k Ịỵ, ke z 

X =R +k ị k 


d) sin 4 X + cos 4 X = 


z. 


1 


1 „„„2 o „ 

cos 2 ;c 

2 


o (sin 2 ;c + cos 2 xy - 2 sin 2 .xcos 2 X 


1 .9 1 9 

o l--2-sin 2.X + - 2 -COS 2.X = 0 

2 2 


1 2 0 v 
cos 2 ;c 

2 


o 1 + ^-cos4;c = 0 o C0S4.X = 
Phương trình vô nghiệm. 


- 2 . 


^ Chú ý. Có thể nhận xét: vế phải không dương với mọi X trong khi vế trái dương với 
mọi X nên phương trình đã cho vô nghiệm. 

3.3. a) 3cos 2 X -2sin.x + 2 = 0 <=> 3(1 -sin 2 x) - 2sin.x + 2 = 0 

o 3sin 2 X + 2sin X - 5 = 0 o (sin X - l)(3sin;c + 5) = 0 

o sin* = 1 <=> X = -ị + &27I, ke z. 
b) 5sin 2 JC + 3cos a: + 3 = 0 o 5(1 - cos 2 x) + 3cos a: + 3 = 0 


o 5cos 2 X - 3 cosa: -8 = 0 
o (cos* + 1 )( 5 cosa: - 8 ) = 0 


o cos* = -1 o X = (2k + ì)n, k e z. 
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c) sin 6 * + cos 6 X = 4cos 2 2x 

<=> (sin 2 X + cos 2 *) 3 - 3sin 2 *cos 2 *(sin 2 X + cos 2 x) = 4cos 2 2x 
<=> 1 - -jSĨn 2 2x = 4cos 2 2x <=> 1 - j(l - cos 2 2x) = 4cos 2 2x 


13 2 ^ 1 

<=> -ỹ-cos 2x = -7 
4 4 


« 13 


(\ + 0084 *^ 


V 


= 1 


) 


. __„ „ _ 2 _ _ . _ 11 

<=> 1 + cos4* = — <=> cos4* = -yỷ 


<=> 4x = ± arccos 


' 10 


V 


+ kíhl, k G z 


1 í 10 


<=> X = ±—arccos 
4 


V 13 y 


71 

+ Ấ:-^-, k G z. 


2 

,, 1 .2 _ 4 1 1-C0S2* í 1 + cos2JC 1 

d) -— + sin X = cos X <=>--7 + — 7 --— 

4 4 2 


V 




<=> -1 + 2 - 2 cos 2 * = 1 + 2 cos 2 * + cos 2 2 * 


<=> cos 2 2x +4 cos 2x = 0 


<=> 


cos 2x = 0 


<=> 2 * = -^ + kn, k 
cos 2x--4 (vô nghiệm) 2 


<=> * = -^- + k G z. 


3.4. a) 2 tan* - 3cot* -2 = 0. Điều kiện : cos* * 0 và sin* # 0. 


Ta có 2tan* - 


tan* 


-2 = 0 


2 „. „ 1 ± Vỹ 

<=> 2tan x-2tanjc-3 = 0 <=> tan* = — 


X = arctan 


X = arctan 


/ 

V 
/ 

V 


1 +V7 

2 

1-V7 


\ 

/ 

\ 

/ 


+ k%, k G z 


+ &71, k gZ. 


Các giá trị này thoả mãn điều kiện nên là nghiệm của phương trình. 
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b) cos 2 X = 3sin2x + 3. 

Ta thấy cosx = 0 không thoả mãn phương trình. Với cosx * 0, chia hai vế 
của phương trình cho cosx ta được 

1 = 6tanx + 3(1 + tan 2 x) <=> 3 tan 2 X + 6tan X + 2 = 0 


-3 ±yỈ3 

<=> tanx =--- <=> 


v _ í-3-^v. . _ 

X = arctan + kn, k e z. 


c) cot X - cot 2x = tan X + 1 . 

Điều kiện : sinx * 0 và cosx * 0. Khi đó, 

cosx cos2x sinx 

(1) « TÌrr - TỈTT7 = TTIT + 1 

sinx sin2x cosx 

<=> 2cos 2 X - Cơs2x = 2sin 2 X + sin2x 

<=> 2(cos 2 X - sin 2 x) - cos2x = sin 2x 


<=> Cơs2x = sin2x <=> tan2x = 1 


=> 2x = Ỵ + kn, k e z => x = -^ + Ấ:-j, ke z. 

Các giá trị này thoả mãn điều kiện nên là nghiệm của phương trình. 

3.5. a) cos 2 x +2sinxcosx + 5sin 2 X = 2. 

Rõ ràng cosx = 0 không thoả mãn phương trình. Với cosx * 0, chia hai vế 
cho cos 2 X ta được 

1 + 2tanx + 5tan 2 X = 2(1 + tan 2 x) 


<=> 3 tan 7 X + 2 tan X - 1 = 0 


tan X = -1 X = — ^ + kn, ke"L 
« 1 « 

tan X - 3 = arctan — + kn, ke z. 
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b) 3cos 2 X - 2sin%x + sin 2 X = 1 . 

Với cos Jt = 0 ta thấy hai vế đều bằng 1. Vậy phương trình có nghiệm 

% 

X = ^ + kn, k e z. *■ 

Trường hợp C 0 SJC * 0, chia hai vế cho cos 2 X ta được 


9 9 

3-4 tan Jt + tan = 1 + tan X <=> 4tanjc = 2 <=> tan* =-r 

2 


<=> X = arctan Ỷ + kn, ke z. 

Vậy nghiệm của phương trình là 


= -ị + kn, k e z và JC = arctan jr + kn,ke z. 


c) 4cos 2 jc-3sinjccơsjc + 3sin 2 JC = 1. 

Rõ ràng cos Jt * 0. Chia hai vế của phương trình cho cos 2 X ta được 
4 - 3tan X + 3tan 2 X = 1 + tan 2 X 


<=> 2 tan 2 JC — 3 tan X + 3 = 0. 

Phương trình cuối vô nghiệm (đối với tan Jt), do đó phương trình đã cho 
vô nghiệm. 

3.6. a) 2cos X - sin X = 2 


c=> 


J~5 


:r 




2 _ 1 

—Ị=cosx — 7 = sin X 

V5 V5 


\ 


= 2 . 


J 


... x 2 . 1 

Kí hiệu a là góc mà cosa = —7= , sinor = — J=, ta được phương trình 




s 


cos a cos jc + sinasinjc = 


4~5 


<=> cos(jc - a) = cosor <=> X - a = ±a + k2n, k e z 
JC = 2 a + k2n, ke z 

c=> _ 

X = k2n, kelé. 


4. BTĐS&GT11 -A 
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b) sin 5* + cos5a: = -1 <=> v2 




V 


Vĩ . Vĩ ** 

-^-sin 5* + - 77 -cos 5 ;t 
2 2 


,\ 


= -l 




Vĩ 


„71 , 71_, 

o cos -7 sin 5 a: + sin—cos 5 a: = 

4 4 2 


<=> sin 


71^ 

5x + -7 

V 4 y 


= sin 




V 


<=> 


, 71 

5* + -7 

4 

5* + -7 

4 


- V + £271, £ e z 
4 


571 


<=> 


+ £271, £ e z 


71 ,271 . _ 

x= w + t 5 ’* 6Z 

* = f + *^ ,teZ ' 


\ 


c) 8 cos 4 X - 4cos2jr + sin4* - 4 = 0 


<=> 8 


íl + 


V 


- 4cos2jr + sin 4* - 4 = 0 


) 


<=> 2(1 + 2 cos 2x + cos 2 2x)-4 cos 2* + sin 4x - 4 = 0 


o 2 cos 2 2* + sin 4x - 2 = 0 o 1 + cos 4x + sin 4x - 2 = 0 
o cos4;t + sin4;t = 1 o sin 


r ,71^ 
4x + -r 

V 4 V 


. n 
= sin — 
4 


<=> 


4* + Ị = Ị + k2n, ke z 
4 4 

71 371 , - . _ 

4* + -7 =—7- + £271, 1ễZ 

4 4 


<=> 


a: = £-^, £ e z 

x = ị + kị,keZ. 

0 z 


d) sin 6 X + cos 6 X + ]r sin 4x = 0 

o (sin 2 X + cos 2 a :) 3 - 3 sin 2 ;tcos 2 jc(sin 2 X + cos 2 x) + ■i-sin4;t = 0 
o 1 - 3sin 2 ;tcos 2 X + -ỉ- sin 4 jc = 0 


<=> 1-3 


( sin 2 ;tỸ 1 . 


V 




+ -7SÍn4;t = 0 
2 


1 3 .7 ^ 1 „ 

<=> 1 - - 7 sin 2x + - 7 SĨn 4 ;t = 0 
4 2 
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4-BTĐS&GT11-B 





, 3 1-COS4.X 1 . . 

<=> 1 ——.--h-^-sin4jc = 0 

4 2 2 

<=> 8 — 3 + 3cos4jc + 4sin4;c = 0 

<=> 3cos4jc + 4sin4jc = -5 

_ 3_ , 4 _, 

<=> — cos4jc + ýsin4jc = —1. 


3 4 

Kí hiệu a là cung mà sina =ị, cos a = —, ta được 

sinacos4;c + cosasin4;c = -1 
c> sin(4;c + à) = -1 

o 4 x + a = + k2n , k e z 

3u a . u , _ 

«* = 8-7 + *2’* sZ - 

3.7. a) 1 + sin .X - cosx - sin2x + 2cos2x = 0. 

Ta có : 

1 - sin 2x = (sin X - cos x) 2 ; 

2 cos 2 X = 2(cos 2 X - sin 2 x) = -2(sinx -cosxXsinx + cosx). 


Vậy 

( 1 ) 


ọ ,(sin X - cosx)(l + sin X - cos X - 2sin X - 2cos x) = 0 

í 

o (sin* - cosjc)(1 - sin X - 3cosjc) = 0 




sinjc = cosjc 
3cosjc 4- sin X = 1 


o 


tan X = 1 
3 


ylĩõ 


cosx + 


yỉĩõ 


sinjc = 


yỉĩõ 




71 

X = -ì + kn, k el , 
4 


1 


X - a± arccos Ị— + k2n, k e TL 

vĩõ 


trong đó cosa = - 7 =, sina = 


yỉĩõ 


Vĩõ' 


( 1 ) 
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b) sin*— 7 -— = sin *- 
sinx 


sin 2 X 


( 2 ) 


Điều kiện : sin* * 0. Khi đó, 

. 2 „\ . í 1 

<=> (sin * - sin *) + 


( 2 ) 


V 


_Ị_ ỉ_\ 

sin 2 * sin*. 


= 0 


. ,, : , , 1 - sin* 

<=> sin *(1 - sin *) + -——— = 0 


sin 2 * 


<=> (1 - sin*)(sin 3 * + 1) = 0 


o 


srn* 1 x _ ^ + f k e 2 (thoả mãn điều kiện), 
sin* = -1 2 


c) cos*tan3* = sin5*. 

Điều kiện : cos3* 0. Khi đó, 

(3) o cos * sin 3* = cos 3* sin 5* 

o \ị (sin 4* + sin 2*) = -k(sin 8* + sin 2*) 

Á* 


(3) 


o sin 8* = sin 4* 


o 


8* = 4* + k2n, ấeZ 
8* = 71 - 4* + k2n, ke z 


* = kke Tí 


X= ề + k 6- ksZ - 


Kết hợp với điểu kiện ta được nghiệm của phương trình là 

TI TI 

X = kn, ke z và * = Y^- + -^r , k e Ti. 

d) 2tan 2 * + 3tan* + 2cot 2 * + 3cot* + 2 = 0. 

Điểu kiện : cos* 5É 0 và sin * # 0. Khi đó, 

(4) o 2(tan 2 * + cot 2 *) + 3(tan * + cot *) + 2 = 0. 
o 2Ktan* + cot*) 2 -2 + 3(tan* + cot*) + 2 = 0. 

Đặt t = tan * + cot * ta được phương trình 

. , „ 1 
2 1 +3/- 2 = 0 => t = -2 , t = 2-. 


(4) 
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Với / = -2 ta có tan X + cot X = -2 

o tan 2 jc + 2tan;c + l = 0=> tan* = -1 

=ỳ X = --Ẹ + kn, k e z (thoả mãn điều kiện). 
4 


. 1 L 2 

Với / = ^ ta có tan JC + cot X = <=> 2 tan X - tan X + 2 = 0. 

Phương trình này vô nghiệm. 


71 

Vậy nghiệm của phương trình (4) là X = --Ị + kn, k e z. 


Bài tập ôn chương i 


1. a) Điểu kiện : cos 



( Tlì 



cos 

x ~x 

* 0 và tan 



\ 


\ 


* -1 


« X+ kn,k e x-^ * --T + kn, k e z 

3 2 3 4 

5tĩ te 

o X ~ 2 ~ + kn, k e Zvà X 7 ^- + kn, k e z. 

6 12 


Vậy tập xác định của hàm số là 


D = R\ 


n 


+ kn, k e ZỊ>U . 

6 12 


+ kn, ke z 


V 


b) Điều kiện : cos X 0 ; sin X 0 và sin 2 jc * 1 

71 7E 

o X * k-ị, k e Zvà JC * + &7Ĩ , /c e z. 

Vậy tập xác định của hàm số là 

D = R\ 


&-^,&eZỊuj-Ẹ + kn, ke z 


I: 


2. a) y = sỉn 3 X - tan X là hàm số lẻ. 


cos X + cot * 

b) y =- 7 —- là hàm sô lẻ. 

sin X 


3. a) Hàm số y = sin X giảm trên đoạn 


n 371 


3 71 

2 ’ 2 

và tăng trên đoạn 

* 2n 
2 ' 
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_ TE TE 

b) y = sin giảm trên , tăng trên —^ ; 0 . 

. • w A A 3jr 3rt 

c) y = sinJC tăng trên -271; - , giảm trên —— ; - 71 . 

4. HD : a) -1 < 3 -4sinjc < 7. 
b) 1 < 2 - \fcosx < 2. 

5. a) ĐỒ thị của hàm số y = sin 2* +1 thu được từ đồ thị hàm số y = sin 2* 

bằng cách tịnh tiến song song với trục tung lên phía trên một đơn vị. 

( jiV. . 

b) Đồ thị hàm số y = cos X - -2 thu được từ đồ thị hàm số y = cosx bằng 

V 6 y 

TE 

cách tịnh tiến song song với trục hoành sang phải một đoạn băng -ị. 

6. sin 2 X - cos 2 X = cos4jt o -cos2x = cos4x o 2cos3xcosx = 0 


cos3jc = 0 
<=> <=> 
cosjc = 0 


. 7Z . _ 

-ị + k-ị, ke z 

+ kn, k G z. 


cos3jc - cos 5 jc = sinjc o sinx(l - 2sin4x) = 0 


sinx = 0 

^ _ 1 
sin4jc = — 


= kn, k e z 


<=> I JC = 


ĩr + kị.k 

24 2 ’ 

5k , K , 

777 + K — , K 

24 2 


3sữr X + 4cos X -2 = 0 


2 2 + y/ỹ 

o -3cos 2 X + 4cos X + 1 = 0 o C0SJC = —— 


_ „ _ (2-ylĩ^ị „ ể _ :x . 2 + ylĩ ^ , 

<=> X = ±arccos —— + k2n, k e z (giá trị —- 3 -— > 1 


nên bị loại). 
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n .9 . 9 . 9 l-cos2;t l-cos4;t l-cos6;t 

V. sin X + sin 2x - sin 3x <=> + -y-— = 2 

o 1 — cos4jc + cos6jc-cos2jc = 0 o 2sin 2 2jt-2sin4jtsin2jt = 0 
<=> 2sin2;t(sin2;t-sin4.x) = 0 <=> 4sin2jtcos3jtsinjt = 0. 

Đáp số : X = kY ,/teZvàx = ^ + k ỉeZ. 

10. 2tan;t + 3cotJt = 4. Điều kiện : cosx * 0 và sin X * 0. Ta có 

2tan 2 .x-4tanjt + 3 = 0. Phương trình vô nghiệm đối với tanjc, do đó 
phương trình đã cho vồ nghiệm. 

11. 2cos 2 X - 3sin2;t + sin 2 X = 1. 


7Ĩ 

C0SJC = 0 thoa mãn phương trình => phương trình có nghiệm X = -Ịệ + kn, k e z. 


2 .V . 1 

• Với cosx 0, chia hai vế cho cos X , tìm được tan X = -T. 

6 

1 

Vậy phương trình có các nghiệm X = + kn,k e z và JC = arctan-^ + kn,k eT,. 

2 6 

12. HD : 2sin 2 ;c + sin^cosx - cos 2 ;c = 3 tan 2 * - tan* + 4 = 0. 

Phương trình vô nghiệm. 

„„ „ , 3 . .. 4_ 1 

13. 3sin X - 4cos X = 1 <=> —sin * - — cos X - — 

w w 

1 3 4 

<=> sin(jc —a) = Ỷ (với cos a = ^, sinớí = ý) 




.1 

JC = a + arcsin-^ + £2 tĩ, k eZ 

1 ; ' 

* = a + 71 - arcsinỹ + k2ti, íeZ. 


14 . 4sin3* + sin5;t-2sin*cos2* = 0 

o 4 sin 3* + sin 5*-sin 3* + sin * = 0 <^> 3sin3* + sin5* + sin* = 0 

<=> 3sin3* + 2sin3*cos2;t = 0 o sin3*(3 + 2cos2*) = 0 

Đáp số : X = k-^ ,tẽZ. 
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( 1 ) 


15. 2tan 2 X- 3tan X + 2cot 2 X + 3cot X -3 = 0. 

Điều kiện : cos X * 0 và sin X * 0 . 

(1) o 2(tan 2 X + cot 2 x) - 3(tan X - cotx) -3 = 0 

o 2(tan X - cot x) 2 - 3(tan X - cotx) + 1 = 0. 
Đặt t = tan X - cot X ta được phương trình 

2 P' — 3í +1 = 0 => t = 1, t = ^. 


Với t = 1 ta có tan X - cot X = 1 


2 

o tan x-tanx-l = 0 o tanx = 


ỉ±yỈ5 



Í1 + V5Ì 

X = arctan 



k ) 


Ịĩ-JE) 

X = arctan 



V / 


+ kn, ke z 


+ kn, ke z 


Với t = ị- ta có tan X - cot X = ị 
2 2 


2 _ _ 

o 2 tan X - tan X - 2 = 0 o tan X = 


1± VĨ7 

4 



fl + VĨ7Ì 

X = arctan 

A 


V ) 


Íl-Vnì 

X - arctan 

A 


*+ 

^ ) 


+ kn, ke z 

+ kn, ke z. 


Các giá trị này thoả mãn điều kiện nên chúng là nghiệm của phương trình 
đã cho. 



hương II. Tổ HỢP - XÁC SUẤT 


§ 1. Quy tác đếm 

A. KIẾN THỨC CẨN NHÓ 

1. Quy tắc cộng 

Giả sử đối tượng Xcó m cách chọn khác nhau, đối tượng Y có n cách chọn 
khác nhau và không có cách chọn đối tượng X nào trùng với mỗi cách chọn 
đối tượng Y. Khi đó có m + n cách chọn một trong hai đối tượng ấy. 

Giả sử A và B là các tập hữu hạn, không giao nhau. Khi đó 

( 1 ) 

^ Chú ý. Công thức (1) có thể mở rộng theo hai hướng : 

a) Nếu A và 8 là hai tập hữu hạn bất kì thì 

n(A uB) = n(A) + n(B) - n(A n 8). (2) 

b) Nếu A-ị . A m là các tập hữu hạn tuỳ ỷ, đôi một không giao nhau thì 

n(Aj u A2 u ... u A m ) = n(Aj) + n(^ 2 ) + ••• + n (A m ). 

2. Quy tắc nhân 

Giả sử A, B là hai tập hữu hạn. Kí hiệu A X B là tập hợp tất cả các cặp có 
thứ tự ( a , b), trong đó a € A, b e B. Ta có quy tắc 

n(A X B) = n(A ). n(B). (3) 

Quy tắc trên có thể phát biểu như sau : 

Giả sử có hai hành động được thực hiện liên tiếp. Hành động thứ nhất có 
m kết quả. ứng với mỗi kết quả của hành động thứ nhất, hành động thứ hai 
có n kết quả. Khi đó có m X n kết quả của hai hành động liên tiếp đó. 

^ Chú ý. Quy tắc nhân ở trên có thể mở rộng cho nhiều hành động liên tiếp. 
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B. VÍ DỤ 


• Ví dụ 1 __ 

Trong một lớp có 18 bạn nam, 12 bạn nữ. Hỏi có bao nhiêu cách chọn 

a) Một bạn phụ trách quỹ lớp ? 

I 

b) Hai bạn, trong đó có một nam và một nữ ? 


a) Theo quy tắc cộng, ta có 18 + 12 = 30 cách chọn một bạn phụ trách quỹ 
lớp (hoặc nam hoặc nữ). 

b) Muốn có hai bạn gồm một nam và một nữ, ta phải thực hiện hai hành 
động lựa chọn : 

- Chọn một nam : Có 18 cách chọn ; 

- Khi đã có một nam rồi, có 12 cách chọn một bạn nữ. 

Vậy theo quy tắc nhân, ta có 18 . 12 = 216 cách chọn một nam và một nữ. 


• Ví dụ 2 ___ 

Trên giá sách có 10 quyển sách tiếng Việt khác nhaụ, 8 quyển tiếng Anh 
khác nhau và 6 quyển tiếng Pháp khác nhau. Hỏi có bao nhiêu cách chọn 

a) Một quyển sách ? 

b) Ba quyển sách tỉếng khác nhau ? 

c) Hai quyển sách tiếng khác nhau ? 


Giải 

a) Theo quy tắc cộng, có 10 + 8 + 6 = 24 cách chọn một quyển sách. 

b) Theo quy tắc nhân, có 10.8.6 = 480 cách chọn ba quyển tiếng khác nhau. 

c) Theo quy tắc nhân, có 10.8 = 80 cách chọn một quyển tiếng Việt và một 
quyển tiếng Anh ; Có 10.6 = 60 cách chọn một quyển tiếng Việt và một 
quyển tiếng Pháp ; Có 8.6 = 48 cách chọn một quyển tiếng Anh và một 
quyển tiếng Pháp. Từ đó, theo quy tắc cộng, ta có số cách chọn hai quyển 
sách tiếng khác nhau là 


80 + 60 + 48 = 188 (cách). 



• Ví dạ 3 _ 

Từ các số 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, có bao nhiêu cách chọn một số hoặc là 
SỐ chẵn hoặc là số nguyên tố ? 


Giải 

Kí hiệu /4 là tập hợp các sô' chẵn (có 4 số) và B là tập hợp các số nguyên tố 
(có 4 số) trong tập số đã cho. Khi đó, số cách chọn cần tìm là n(A u B). 
Nhưng có một số nguyên tố chẩn duy nhất là 2, tức n(A r\B)= 1. Vậy theo (2), 
n(A vB) = n(A) + n(B ) - n(A n B) = 4 + 4 - 1 = 7. 


c. BÀI TẬP 

1.1. Nam đến cửa hàng văn phòng phẩm để mua quà tặng bạn. Trong cửa hàng có 
ba mặt hàng : Bút, vở và thước, trong đó có 5 loại bút, 4 loại vở và 3 loại thước. 
Hỏi có bao nhiêu cách chọn một món quà gồm một bút, một vở và một thước ? 

1.2. Trong một đội văn nghệ có 8 bạn nam và 6 bạn nữ. Hỏi có bao nhiêu cách 
chọn một đôi song ca nam - nữ ? 

1.3. Có bao nhiêu sô' tự nhiên có tính chất: 

a) Là sô' chẵn và có hai chữ sô' (không nhất thiết khác nhau); 

b) Là sô' lẻ và có hai chữ sô' (không nhất thiết khác nhau); 

c) Là sô' lẻ và có hai chữ sô' khác nhau ; 

d) Là số chẵn và có hai chữ sô' khác nhau. 

1.4. Có 10 cặp vợ chồng đi dự tiệc. Tính số cách chọn một người đàn ông và 
một người đàn bà trong bữa tiệc để phát biểu ý kiến, sao cho 

a) Hai người đó là vợ chồng ; 

b) Hai người đó không là vợ chồng. 

1.5. Sô' 360 có bao nhiêu ước nguyên dương ? 

1.6. Trong 100 000 sô' nguyên dương đầu tiên, có bao nhiêu sô' chứa một chữ số 3, 
một chữ sô' 4 và một chữ sô' 5 ? 

1.7. Giữa hai thành phô' A và B có 5 con đường đi. Hỏi có bao nhiêu cách đi 
từ A đến B rồi trở về A mà không có đường nào được đi hai lần ? 
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1 . 8 . Có bao nhiêu số nguyên dương gồm không quá ba chữ số khác nhau ? 

1 . 9 . Một người vào cửa hàng ăn. Người đó muốn chọn thực đơn gồm một mốn 
ãn trong 10 món, một loại hoa quả tráng miệng trong 5 loại hoa quả và một 
loại nước uống trong 4 loại nước uống. Hỏi có bao nhiêu cách chọn thực 
đơn của bữa ăn ? 

1 . 10 . Một lớp có 40 học sinh, đăng kí chơi ít nhất một trong hai môn thể thao : 
bóng đá và cầu lông. Có 30 em đăng kí môn bóng đá, 25 em đăng kí môn 
cầu lông. Hỏi có bao nhiêu em đăng kí cả hai môn thể thao ? 

§2. Hoán vị, chỉnh hợp, tổ hợp 

A. KIẾN THỨC CẨN NHỐ 

Cho tập hợp A gồm n phần tử (n > 1). 

1. Kết quả của sự sắp xếp n phần tử của A theo một thứ tự nào đó được gọi là 

một hoán vị của tập hợp A. 

# 

SỐ các hoán vị của A được kí hiệu là P n , ta có 

P n = n.(n - 1) ... 2.1 = n\. 

2. Kết quả của việc lấy k phần tử của A (1 < k < n) và xếp theo một thứ tự nào 
đó được gọi là một chỉnh hợp chập k của n phần tử. 


Số các chỉnh hợp chập k của n phần tử được kí hiệu là A* , ta có 



Ak _ n\ 


^ (n-k)\ 

(ở đây, quy ước 0! = 1). 

3 . Một tập con gồm k phần tử của /4(1 < k < n) được gọi là một tổ hợp chập k 
của n phần tử. Tổ hợp chập 0 của n phần tử là tập rỗng. 

Sô' các tổ hợp chập k của n phần tử được kí hiệu là c * , ta có 


r k n\ 

" k'.(n-ky: 
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B. VÍ DỤ 


• Ví dụ 1 _ 

Có bao nhiêu cách xếp bốn bạn A, B, c, D vào bốn chiếc ghế kê thành 
hàng ngang ? 


Mỗi cách xếp cho ta một hoán vị của bốn bạn và ngược lại. Vậy sô cách 
xếp là 

P 4 = 4! = 24 (cách). 

• Ví du 2 

Có bao nhiêu sô' nguyên dương gồm nãm chữ số khác không và khác 
nhau (đôi một) ? 


Giải 

Mỗi số cần tìm có dạng dịa 2 aja 4 a 5 , trong đó dị ^ dj với i * j và 

dị e {1,2,..., 9}, ỉ’ = 1,..., 5. 

Như vậy, có thể coi mỗi số dạng trên là một chỉnh hợp chập 5 của 9 
(chữ số). Do đó, sô' các sô' cần tìm là 

AỆ = II = 9.8.7.6.5 = 15120 (số). 

• Ví dụ 3 ____ 

Cần phân công ba bạn từ một tổ có 10 bạn để làm trực nhật. Hỏi có bao 
nhiêu cách phân công khác nhau ? 


ỵ-~ĩ • 2.2 

Giai 

Kết quả của sự phân công là một nhóm gồm ba bạn, tức là một tổ hợp chập 
3 của 10 bạn. Vậy sô' cách phân công là 

C '» = 3ĨM =,20(CáCh) ' 


• Ví dụ 4 -- 

Trong mặt phẳng có 6 đường thẳng song song vối nhau và 8 đường thẳng 
khác cũng song song với nhau đồng thời cắt 6 đường thẳng đã cho. Hỏi 
có bao nhiêu hình bình hành được tạo nên bởi 14 đường thẳng đã cho ? 
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/nr • 7 * 

Giai 

Kí hiệu AvằB lần lượt là tập hợp 6 đường thẳng song song với nhau và 8 
đường thẳng song song cắt 6 đường thẳng đã cho. 

Mỗi hình bình hành được tạo bởi hai đường thẳng của tập A và hai đường 
thẳng của tập B. Vậy số hình bình hành cần tìm là 

cị . cị = 15.28 = 420 (hình). 

c. BÀI TẬP 

2.1. Một cái khay tròn đựng bánh kẹo ngày Tết có 6 ngăn hình quạt màu khác 
nhau. Hỏi có bao nhiêu cách bày 6 loại bánh kẹo vào 6 ngăn đó ? 

2.2. Có bao nhiêu cách xếp 5 bạn nam và 5 bạn nữ vào 10 ghế được kê thành 
hàng ngang, sao cho : 

a) Nam và nữ ngồi xen kẽ nhau ? 

b) Các bạn nam ngồi liền nhau ? 

2.3. Có bao nhiêu cách xếp chỗ ngồi cho 10 bạn, trong đó có An và Bình, vào 
10 ghế kê thành hàng ngang, sao cho : 

a) Hai bạn An'và Bình ngồi cánh nhau ? 

b) Hai bạn An và Bình không ngồi cạnh nhau ? 

2.4. Thầy giáo có ba quyển sách Toán khác nhau cho ba bạn mượn (mỗi bạn 
một quyển). Sang tuần sau thầy giáo thu lại và tiếp tục cho ba bạn mượn ba 
quyển đó. Hỏi có bao nhiêu cách cho mượn sách mà không bạn nào phải 
mượn quyển đã đọc ? 

2.5. Bốn người đàn ông, hai người đàn bà và một đứa trẻ được xếp ngồi vào bảy 
chiếc ghế đặt quanh một bàn tròn. Hỏi có bao nhiêu cách xếp sao cho : 

a) Đứa trẻ ngồi giữa hai người đàn bà ? 

b) Đứa trẻ ngồi giữa hai người đàn ông ? 

2.6. Ba quả cầu được đật vào ba cái hộp khác nhau (không nhất thiết hộp nào 
cũng có quả cầu). Hỏi có bao nhiêu cách đặt, nếu 

a) Các quả cầu giống hệt nhau (không phân biệt) ? 

b) Các quả cầu đôi một khác nhau ? 

2.7. Có bao nhiêu cách chia 10 người thành 

a) Hai nhóm, một nhóm 7 người, nhóm kia 3 người ? 

b) Ba nhóm tương ứng gồm 5, 3, 2 người ? 
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2.8. Một giá sách bốn tầng xếp 40 quyển sách khác nhau, mỗi tầng xêp 10 
quyển. Hỏi có bao nhiêu cách chọn các quyển sách sao cho từ mỗi tầng có 

a) Hai quyển sách ? 

b) Tám quyển sách ? 

2.9. Cô giáo chia 4 quả táo, 3 quả cam và 2 quả chuối cho 9 cháu (mỗi cháu 
một quả). Hỏi có bao nhiêu cách chia khác nhau ? 

2.10. Một đoàn đại biểu gồm bốn học sinh được chọn từ một tổ gồm 5 nam và 
4 nữ. Hỏi có bao nhiêu cách chọn sao cho trong đó có ít nhất một nam và ít 
nhất một nữ ? 

2.11. Có bao nhiêu tam'giác mà các đỉnh của chúng thuộc tập hợp gồm 10 
điểm nằm trên đường tròn ? \ 

2.12. Một đa giác lồi 20 cạnh có bao nhiêu đường chéo ? 

2.13. Có bao nhiêu tập con của tập hợp gồm 4 điểm phân biệt ? 

2.14. Có bao nhiêu cách xếp chỗ cljo 4 bạn nữ và 6 bạn nam ngồi vào 10 ghế 
mà không có hai bạn nữ hào ngỗi cạnh nhau, nếu 

a) Ghế sắp thành hàng ngang ? 

b) Ghế sắp quanh một bàn tròn ? 


2.15. Chứng minh rằng với 1 < k < n. 


s^k +1 /-^k , s~^k , , /-^k , s~^k 

*^n +1 — ^n -1 "• 1 ^k • 


2.16. Sử dụng đồng nhất thức k 2 = cị + 2 c 2 để chứng minh rằng 

l 2 + 2 2 + ... + n 2 = Ỳ C l +2 Ỳ C l = n{n + X) ĩ n + X) ■ 

*=1 *=2 6 

2.17. Một lớp có 50 học sinh. Cần phân công 4 bạn quét sân trường và 5 bạn xén cây. 
a) Tính số cách phân công bằng hai phương pháp để rút ra đẳng thức 

'9 s-,4 


r* = c* r 

c 50* c 9 - 


50*W6 


b) Chứng minh công thức Niu-tơn 

pr fik _ sik s-,r-k 
'^n-k 


0 n>r>k> 0). 
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2.18. Chứng minh rằng nếu n là sô' nguyên tô' thì với r = 1,2, .... n- 1, ta có 
c r n chia hết cho n. 

2.19. Trong một đa giác đểu bảy cạnh, kẻ các đường chéo. Hỏi có bao nhiêu 
giao điểm của các đường chéo, trừ các đỉnh ? 

2.20. Tìm sô' các sô' nguyên dương gồm nãm chữ số sao cho mỗi chữ sô' của số 

đó lớn hơn chữ sô' ở bên phải nó. / 


§3. Nhị thức Niu-tơn 

A. KIẾN THỨC CẦN NHỎ 

1. Khi khai triển nhị thức ( a + b) n , ta nhận dược công thức 

(a + bf = cịa n + C\cT~ x b + ... + C n „- X ab n - X + c n n b n ( 1 ) 

(công thức Nhị thức Niu-tơn). 

2. Trong vê' phải của công thức (1) ta có : 

a) Sô' các hạng tử là n + 1 ; 

b) SỐ hạng (hạng tử) thứ k + 1 là c k a n ~ k b k , k = 0,1 ,...n (quy ước a° = 1 
với a * 0). 

c) Sô mũ của a giảm dần từ n đến 0, sô' mũ của b tăng dần từ 0 đến n, 
nhưng tổng các số mũ của a và b trong mỗi hạng tử luôn bằng n. 

d) Các hạng tử cách đều hạng tử đầu và hạng tử cuối có hệ sô' bằng nhau. 


B. VĨ DỤ 

• Ví dụ 1 _ 

* 

Khai triển (x - a) 5 thành tổng các đơn thức. 


Theo công thức Nhị thức Niu-tơn ta có 
(x - aÝ = [x + (-ứ )] 5 

= X 5 + 5 x 4 (-a) + 10 x 3 (-a) 2 + \ồx 2 (-ơ) 3 + 5x(-ơ) 4 + (-ứ) 5 
= X 5 - 5 X 4 a + 10;t 3 ư 2 - I0x 2 a 3 + 5xa 4 - a 5 . 
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• 9 * 

Giai 


Số hạng tổng quát trong khai triển là 

/ , Ỹ 

cị{2xf~ k . -4 

V X ) 

= cị 2 6 - k (-l) k x 6 - ĩk . 

Ta phải tìm k sao cho 6 - 3k = 0, nhận được k = 2. 

Vậy số hạng cần tìm là cị 2 6-2 (-l) 2 = 240. 

c. BÀI TẬP 

( 2V 0 

3.1. Tìm số hạng thứ năm trong khai triển x + — , mà trong khai triển đó số 

V xj 

mũ của X giảm dần. 

3.2. Viết khai triển của (1 + x) 6 . 

a) Dùng ba số hạng đầu để tính gần đúng 1,01 6 . 

b) Dùng máy tính để kiểm tra kết quả trên. 

3.3. Biết hệ số của X 2 trong khai triển của (1 + 3x) n là 90. Hãy tìm'ra. 

3.4. Trong khai triển của (1 + ax) n ta có số hạng đầu là 1, số hạng thứ hai là 
24 jc, số hạng thứ ba là 252 jc 2 . Hãy tìm a và n. 

3.5. Trong khai triển của ( X + aý(x - bý, hệ sô của X 1 là -9 và không có sô 
hạng chứa X . Tim a và b. 


5 . BTĐS&GT11 - A 
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§4. Phép thử và biến cố 

A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

Tập hợp mọi kết quả có thể xảy ra của một phép thử được gọi là không gian 
mẫu của phép thử và được kí hiệu là Q. Ta chỉ xét các phép thử với không 
gian mẫu Q là tập hữu hạn. 

Mỗi tập con A của Q được gọi là biến cố. Tập 0 được gọi là biến cô' 
không thể, tập Q được gọi là biến cô'chắc chắn. 

Nếu khi phép thử được tiến hằnh mà kết quả của nó là một phần tử của A thì ta 
nói rằng A xảy ra, hay phép thử là thuận lợi cho A. 

Biến cố A = Q\i4 được gọi là biến cô'đối của A. 

AvằB đối nhau <=> A = B. 

A xảy ra khi và chỉ khi .4 không xảy ra. 

Biến cố AuB xảy ra khi và chỉ khi A hoặc B xảy ra. 

Biến cố A n B xảy ra khi và chỉ khi A và B cùng xảy ra. 

Nếu A n B = 0 thì A và B được gọi là hai biến cố xung khắc. 


B. VÍ DỤ 


• Ví dụ 1 ____ 

Gieo một con súc sắc cân đối, đồng chất và quan sát số chấm xuất hiện. 

a) Mô tả không gian mẫu. 

b) Xác định các biến cố sau : 

A : "Xuất hiện mặt chẵn chấm" 

B : "Xuất hiện mặt lẻ chấm" ; 
c : "Xuất hiện mặt có số chấm không nhỏ hơn 3". 

c) Trong các biến cố trên, hãy tìm các biến cố xung khắc. 
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. 5. BTĐS&GT11-B 



Giải 


a) Kí hiệu kết quả "Con súc sắc xuất hiện mặt k chấm" là k 

(k= 1,2,..., 6). Khi đó không gian mẫu là Í2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 

b) Ta có A = { 2,4,6}; B = {1,3,5}; c={3,4, 5, 6}. 

c) Các biến cố A và B là xung khắc, vì Ar\B =0 

• Ví dụ 2 _ 

Từ một hộp chứa 3 bi trắng, 2 bi đỏ, lấy ngẫu nhiên đồng thời 2 bi. 

a) Xây dựng không gian mẫu. 

b) Xác định các biến cố : 

Á : "Hai bi cùng màu trắng"; 

B : "Hai bi cùng màu đỏ"; 
c : "Hai bi cùng màu" ;, 

D : "Hai bi khác màu". 

c) Trong các biến cố trên, hãy tìm các biến cố xung khắc, các biến cố 
đối nhau. 


a) Các bi trắng được đánh số 1, 2, 3. Các bi đỏ được đánh số 4, 5. Khi đó 
không gian mẫu gồm các tổ hợp chập 2 của 5 (số). Tức là 

Í2= {{1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {3,4}, {3,5}, {4,5}}. 

b) Ta có 

{{1,2}, {1,3}, {2,3}}, 

B= {'{4,5}},C = AuB,D=C. 

c) Ta có AnB= 0, AnD =0, BnD =0, CnD = 0. Do đó A và B 
xung khắc ; D xung khấc với các biến cô' A, B, c. 

Vì D = c nên c và D là hai biến cô đối nhau. 
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c. BÁI TẬP 

4.1. Gieo một đồng tiền ba lần và quan sát sự xuất hiện mặt sấp (5), mặt ngửa (AO. 

a) Xây dựng không gian mẫu. 

b) Xác định các biến cố : 

A : "Lần gieo đầu xuất hiện mặt sấp"; 

B : "Ba lần xuất hiện các mặt như nhau"; 
c : "Đúng hai lần xuất hiện mặt sấp"; 

D : "ít nhất một lần xuất hiện mặt sấp". 



4.2. Gieo một đồng tiền, sau đó gieo một con súc sắc. Quan sát sự xuất hiện mặt 
sấp (5), mặt ngửa (AO của đồng tiền và số chấm xuất hiện trên con súc sắc. 

a) Xây dựng không gian mẫu. 

b) Xác định các biến cố sau : 

A : "Đồng tiền xuất hiện mặt sấp và con súc sắc xuất hiện mặt chẩn chấm"; 
B : "Đồng tiền xuất hiện mặt ngửa và con súc sắc xuất hiện mặt lẻ chấm"; 
c : "Mặt 6 chấm xuất hiện". 

4.3. Một con súc sắc được gieo ba lần. Quan sát sô chấm xuất hiện, 
a) Xây dựng không gian mẫu. 
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b) Xác định các biến cố sau : 

A : "Tổng số chấm trong ba lần gieo là 6" ; 

B : "SỐ chấm trong lần gieo thứ nhất bằng tổng các số chấm của lần gieo 
thứ hai và thứ ba". 


§5. Xác suốt của biển cố 

A. KIẾN THỨC CẦN NHỞ 

1. Nếu A là biến cố liên quan đến phép thử chỉ có một số hữu hạn các kết quả 
đồng khả năng xuất hiện thì tỉ số P(A) = ~/Q) được sọi là xác suất của 

biến cố A. Xác suất có các tính chất sau : 

a) P(A) > 0, ; 

b) P( Q) = 1 ; 

c) Nếu A và B là hai biến cố xung khắc cùng liên quan đến phép thử thì 


P(A (J B) = P(A) + P(B) 

(công thức cộng xác suất). 

Mở rộng : Với hai biến cô' A và B bất kì cùng liên quan đến phép thử thì 

P(A (JB) = P(A) + P(B) - P(A n B). 

2. Hai biến cố A và B được gọi là độc lập, nếu sự xảy ra của một trong hai 
biến cố không ảnh hưởng đến xác suất xảy ra của biến cố kia. 

Người ta chứng minh được rằng, AvàB độc lập khi và chỉ khi 

P(A n B) = P(A)P(B). 

Ngoài ra, A và B độc lập <=> A và B độc lập <=> A và B độc lập <=> A và B 
độc lập. 
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B. VÍ DỤ 


• Ví dụ 1 

Lấy ngẫu nhiên một thẻ từ một .hộp chứa 20 thẻ được đánh số từ 1 đến 20. 
Tìm xác suất để thẻ được lấy ghi số 

a) Chẵn; 

b) Chia hết cho 3 ; 

c) Lẻ và chia hết cho 3. 


Giải 

Không gian mẫu £1 ={ 1, 2, .... 20}. Kí hiệu A, B, c là các biến cố tương 
ứng với câu a), b), c). Ta có : 

a) /4 = {2, 4, 6,..., 20}, n(A) = 10, n(Cì) = 20 => P(A) = ^ = 0,5. 

20 


b) B = {3, 6, 9, 12, 15, 18}, P(B) =^- = 0,3. 


c)C= {3,9, 15}, P(C) = =0,15. 


• Ví dụ 2 


Một lớp có 60 sinh viên trong đó 40 sinh viên học tiếng Anh, 30 sinh 
viên học tiếng Pháp và 20 sinh viên học cả tiếng Anh và tiếng Pháp. 
Chọn ngẫu nhiên một sinh viên. Tính xác suất của các biến cố sau 

a) A : "Sinh viên được chọn học tiếng Anh"; 

b) B : "Sinh viên được chọn chỉ học tiếng Pháp”; 

c) c : "Sinh viên được chọn học cả tiếng Anh lẫn tiếng Pháp"; 

d) D : "Sinh viên được chọn không học tiếng Anh và tiếng Pháp". 


Giải 

40 2 30 1 20 

Rõ ràng P(A) = ^ ± P(B) = ^ i và P(A n B) = ^ 

60 3 60 2 oO 

Từ đó P(A uB) = P(A) + P(B) -P(AnB)=ị + ị--ị = ị 

3 2 3 6. 


1 

3 
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- 5 1 

và P(D) = P(A nỉ) = F(Au B) = ỉ-P(AvB) = 1-7 = 7 - 

6 6 

Đó là xác suất chọn được sinh viên không học cả tiếng Anh lẫn tiếng Pháp. 

• Ví dạ 3 _ 

Gieo một con súc sắc cân đối và đồng chất hai lần. Tính xác suất sao cho 
tổng số chấm trong hai lần gieo là số chẵn. 


Kí hiệu A : "Lần đầu xuất hiện mặt chẵn chấm" ; 

B : "Lần thứ hai xuất hiện mặt chẩn chấm 
c : "Tổng số chấm trong hai lần gieo là chẵn". 

Ta có c = AB u AB. Dễ thấy AB và A.B xung khắc nên 
P(C) = P(AB) + PịÃB '). 

Vì A và B độc lập nên A và B cũng độc lập, do đó 

p(c) = p(/t)p(s) +/>(Ã)/>(ã) = ì • i+i • i = i. 

c. BÀI TẬP 

5.1. Một tổ có 7 nam và 3 nữ. Chọn ngẫu nhiên hai người. Tìm xác suất sao cho 
trong hai ngưòi đó : 

a) Cả hai đều là nữ; 

b) Không có nữ nào ; 

c) ít nhất một người là nữ; 

d) Có đúng một người là nữ. 

5.2. Một hộp chứa 10 quả cầu đỏ được đánh số từ 1 đến 10, 20 quả cầu xanh 
được đánh sô' từ 1 đến 20. Lấy ngẫu nhiên một quả. Tìm xác suất sao cho 
quả được chọn : 

a) Ghi số chẵn ; 

b) Màu đỏ ; 
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c) Màu đỏ và ghi số chẵn ; 

d) Màu xanh hoặc ghi số lẻ. 

5.3. Có 5 bạn nam và 5 bạn nữ xếp ngồi ngẫu nhiên quanh bàn tròn. Tính 
xác suất sao cho nam, nữ ngồi xen kẽ nhau. 

5.4. Kết quả (b, c) của việc gieo con súc sắc cân đối và đồng chất hai lần, trong 
đó b là số-chấm xuất hiện trong lần gieo đầu, c là số chấm xuất hiện ở lần 
gieo thứ hai, được thay vào phương trình bậc hai 

X + bx + c = 0. 

Tính xác suất để 

a) Phương trình vô nghiệm ; 

b) Phương trình có nghiệm kép ; 

c) Phương trình có nghiệm. 

5.5. Một hộp chứa 10 quả cầu được đánh số từ 1 đến 10, đồng thời các quả từ 1 
đến 6 được sơn màu đỏ. Lấy ngẫu nhiên một quả. Kí hiệu A là biến cố : 
"Quả lấy ra màu đỏ", B là biến cố : "Quả lấy ra ghi số chẵn". Hỏi A và B có 
độc lập không ? 

5.6. Một con súc sắc cân đối và đồng chất được gieo hai lần. Tính xác suất 
sao cho 

a) Tổng số chấm của hai lần gieo là 6. 

b) ít nhất một lần gieo xuất hiện mặt một chấm. 

5.7. Trong kì kiểm tra chất lượng ở hai khối lớp, mỗi khối có 25% học sinh 
trượt Toán, 15% trượt Lí và 10% trượt cả Toán lẫn Lí. Từ mỗi khối chọn 
ngẫu nhiên một học sinh. Tính xác suất sao cho 

a) Hai học sinh đó trượt Toán ; 

b) Hai học sinh đó đều bị trượt một môn nào đó ; 

c) Hai học sinh đó không bị trượt môn nào ; 

d) Có ít nhất một trong hai học sinh bị trượt ít nhất một môn. 

5.8. Cho AvầB là hai biến cố độc lập với P(A) = 0,6 ; P(B) = 0,3 . Tính 

a) P(A u B ); 

b) P(ÃyjB). 
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5.9. Từ một cỗ bài tú lơ khơ gồm 52 con, lấy ngẫu nhiên lần lượt có hoàn lại từng 
con cho đến khi lần đầu tiên lấy được con át thì dừng. Tính xác suất sao cho 

a) Quá trình lấy dừng lại ở lần thứ hai; 

b) Quá trình lấy dừng lại sau không quá hai lần. 


Bài tập ôn chương II 


1. xếp ngẫu nhiên ba người đàn ông, hai người đàn bà và một đứa bé vào ngồi 
trên 6 cái ghế xếp thành hàng ngang. Tính xác suất sao cho 

a) Đứa bé ngồi giữa hai người đàn bà ; 

b) Đứa bé ngồi giữa hai người đàn ông. 

2. Cũng hỏi như bài 1 nhưng 6 ghế được xếp quanh bàn tròn. 

3. Có bao nhiêu cách xếp 7 người vào hai dãy ghế sao cho dãy ghế đầu có 4 
người và dãy sau có 3 người. 

4 . Chứng minh rằng : 

»)C-V=tC. (1 í. m <.!,)■. 

n 

b) C + „ = C + „_, + C + „_,, (1 < m,n). 


5. Tính xác suất sao cho trong 13 con bài tú lơ khơ được chia ngẫu nhiên cho 
bạn Bình có 4 con pích, 3 con rô, 3 con cơ và 3 con nhép. 


6 . 


Giả sử A và B là hai biến cố và 

a) / (AOg) .. -1 ạ; 

} P(A) + P(B ) ; 


P(A u B) 
P{A) + P{B) 

1 


= a. Chứng minh rằng 


b) -r < a < 1. 
2 


7. Hai hộp chứa các quả cầu. Hộp thứ nhất chứa 3 quả đỏ và 2 quả xanh, hộp 
thứ hai chứa 4 quả đỏ và 6 quả xanh. Lấy ngẫu nhiên từ mỗi hộp một quả. 
Tính xác suất sao cho 

a) Cả hai quả đều đỏ ; 

b) Hai quả cùng màu ; 

c) Hai quả khác màu. 
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LỜI GIẢI - HƯỚNG DẪN - ĐÁP $Ố CHƯƠNG II 

§ 1 . 

1.1. Theo quy tắc nhân, có 5 X 4 X 3 = 60 cách chọn. 

1.2. Áp dụng quy tắc nhân, có 

8 X 6 = 48 cách chọn. 

1.3. a) Có 5 cách chọn chữ số hàng đơn vị là số chẵn. 

Có 9 cách chọn chữ số hàng chục. 

Theo quy tắc nhân, có 5 X 9 = 45 sô'chẵn gồm hai chữ số. 

b) Có 5 cách chọn chữ số hàng đơn vị là số lẻ. 

Có 9 cách chọn chữ số hàng chục. 

Vậy có 5 X 9 = 45 số lẻ gồm hai chữ số (có thể giống nhau). 

c) Có 5 cách chọn chữ số hàng đơn vị là số lẻ ; 

Có 8 cách chọn chữ số hàng chục mà khác chữ số hàng đợn vị. 

Vậy có 5 X 8 = 40 số lẻ gồm hai chữ số khác nhau. 

d) SỐ các số chẩn có hai chữ số, tận cùng bằng 0 là 9. 

Để tạo nên số chẵn không chẩn chục, ta chọn chữ số hàng đơn vị khác 0. 
Có 4 cách chọn. Tiếp theo chọn chữ số hàng chục. Có 8 cách chọn. Vậy 
theo quy tắc cộng và quy tắc nhân, ta có 

9 + 8x4 = 41 

số chặn gồm hai chữ số khác nhau. 

1.4. a) Có 10 cách chọn người đàn ông. Khi đã chọn người đàn ông rồi, chĩcó 
1 cách chọn người đàn bà là vợ của người đàn ông đó. Vậy có 10 cách. 

b) Có 10 cách chọn người đàn ông. Khi đã chọn người đàn ông rồi, có 

9 cách chọn người đàn bà không là vợ của người đàn ông đó. Vậy có 

10 X 9 = 90 cách chọn. 

1.5. Phân tích số 360 thành tích các thừa số nguyên tố 360 = 2 3 .3 2 .5. Số d là 

ước của 360 phải có dạng d = 2 m . 3” . 5 P với 0 < /n < 3 ,0 < n<2, 0 <p< 1. 
Vậy theo quy tắc nhân, ta có (3 + 1) (2 + 1) (1 + 1) = 24 ước nguyên dương 
của 360. 
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1 . 6 . Nếu viết 00345 thì ta hiểu đó là sô có ba chữ sô 345. Với quy ước như vậy 
ta lí luận như sau : Từ dãy hình thức ***** ta lần lượt thay dấu * bởi các 
chữ số. Chữ số 3 có 5 cách đặt, khi đã đặt sô 3, có 4 cách đặt sô 4, có 3 
cách đặt số 5. Khi đã đặt xong các sô 3, 4, 5 rồi còn hai chỗ nữa. Ta có 7 
cách đặt một trong 7 số còn lại vào chỗ dấu * đầu tiên tính từ bên trái và 7 
cách đặt chữ số vào dấu * còn lại. Vậy theo quy tắc nhân, có 5.4.3.7.7 = 2940 
số nguyên dương không vượt quá 100000 mà chứa một chữ số 3, một chữ 
số 4 và một chữ số 5. 

1 . 7 . Có 5 cách đi từ A đến B. Đến B rồi, có 4 cách trở về A mà không đi qua 
con đường đã đi từ A đến B. Vậy có 5.4 = 20 cách đi từ A đến B rồi trở về 
A mà không đường nào đi hai lần. 

1 . 8 . Có 9 số nguyên dương gồm một chữ số; 

Có 9.9 sô nguyên dương gồm hai chữ số khác nhau ; 

Có 9.9.8 số nguyên dương gồm ba chữ số khác nhau. 

Vậy số các số cần tìm là 

9 + 9.9 + 9.9.8 = 738. 

1 . 9 . Theo quy tắc nhân có 10.5.4 = 200 cách chọn. 

1 . 10 . Kí hiệu A và B lần lượt là tập các học sinh đăng kí môn bóng đá và cầu 
lông. Ta có A u B = 40. Theo quy tắc cộng mở rộng ta có 

n(A r\B) = n(A) + n(B) - n(A u B ) 

= 30 + 25-40= 15. 

Vậy có 15 em đăng kí chơi hai môn thể thao. 


§ 2 . 


2.1. Có 6! = 720 cách bày bánh kẹo. 

2.2. Để xác định, các ghế được đánh số thứ tự từ 1 đến 10 tính từ trái sang phải. 

a) Nếu các bạn nam ngồi ở các ghế ghi số lẻ thì các bạn nữ ngồi ở các ghế còn 
lại. Có 5! cách xếp bạn nam, 5! cách xếp bạn nữ. Tất cả có (5!) 2 cách xếp. 

Nếu các bạn nam ngồi ở các ghế ghi số chẵn, các bạn nữ ngồi ở các ghế còn 
lại thì có (5!) 2 cách xếp nam và nữ. Vậy có tất cả 2 . (5 !) 2 cách xếp nam nữ 
ngồi xen kẽ nhau. 


75 



b) Các bạn nam được bố trí ngồi ở các ghế từ k đến k + 4, k = 1 , 2, 3, 4, 5, 6 . 
Trong môi trương hợp có (5!) cách xếp nam và nữ. Vậy có 6.(5!) cách 
xếp mà các bạn nam ngồi cạnh nhau. 

2.3. a) Có 2.9 = 18 cách xếp chỗ cho An và Bình ngồi cạnh nhau, 8 bạn kia 
được xếp vào 8 chỗ còn lại. Vậy có 8 ! cách xếp 8 bạn còn lại và do đó có 
18.8! cách xếp sao cho An, Bình ngồi cạnh nhau. 

b) Có 10! cách xếp chỗ ngồi cho 10 bạn. Từ đó có 10! - 18.8! = 72.8! cách 
xếp chỗ cho 10 bạn mà An và Bình không ngồi cạnh nhau. 

2.4. Để xác định, ba bạn được đánh số 1, 2, 3. Kí hiệu Aị là tập hợp các cách cho 
mượn mà bạn thứ i được thầy giáo cho mượn lại cuốn đã đọc lần trước 
(/ = 1,2, 3). Kí hiệu Xlà tập hợp các cách cho mượn lại. Theo bài ra cần tính 

n [X\(Aj u A 2 u A 3 )]. 

Ta có n{A\ uA 2 u A 3 ) = n(A j) + n(A 2 ) + h(A 3 ) - n(A 1 nA 2 )~ 

- n{A 1 n A 3 ) - n{A 2 rì A 2 ) + n(A ị n A 2 n A-ị) 

= 2! +2! + 2! - 1 - 1 - 1 + 1 = 4, 
n(X) = 3! = 6 . 

Từ đó /i[X\ (A j uA 2 u A 3 )] = 6-4 = 2. 

2.5. a) Xếp hai người đàn bà ngồi cạnh nhau. Có 2 cách. Sau đó xếp đứa trẻ 
ngồi vào giữa. Có 1 cách. Xếp 4 người đàn ông vào 4 ghế còn lại. Có 4! 
cách. Theo quy tắc nhân, có 2.4! = 48 cách. 

b) Đầu tiên chọn hai người đàn ông. Có cị cách. Xếp hai người đó ngồi cạnh 
nhau. Có 2 cách. Sau đó xếp đứa trẻ vào giữa. Có 1 cách. Xếp 4 người còn lại 
vào 4 ghế còn lại. Có 4! cách. Vậy theo quy tắc nhân, có cị .2.4! = 288 cách. 

2.6. a) Trong trường hợp này, số cách đặt bằng số các nghiệm (jfị, x 2 , * 3 ) nguyên, 
không âm của phương trình + x 2 + x 2 = 3. Từ đó, đáp số cần tìm là cị = 10. 

b) Quả thứ nhất có 3 cách đật; 

Quả thứ hai có 3 cách đặt; 

Quả thứ ba có 3 cách đặt. 

Vậy sô' cách đặt là 3 3 = 27. 
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2 . 7 . a) Chọn 7 người từ 10 người để lập một nhóm, ba người còn lại vào nhóm 
khác. Vậy số cách chia là CịQ. 

b) Tương tự, kết quả là CịQ.Cỹ. 

2 . 8 . a) Có CịQ cách chọn hai quyển từ tầng thứ k, k = 1, 2, 3, 4. Vậy có tất cả 
(Cfo) 4 cách chọn. 

b) Tương tự, có (Cj 8 0 ) 4 = (Cj 2 0 ) 4 cách chọn. 

2 . 9 . Đầu tiên coi các quả là khác nhau. Do vậy có 9! cách chia. Nhưng các quả 
cùng loại (táo, cam, chuối) là giống nhau, nên nếu các cháu có cùng loại 
quả đổi cho nhau thì vẫn chỉ là một cách chia. Vì vậy, số cách chia là 

9! 

-^-7= 1260. 

4!3!2! 

Có thể giải theo cách khác như sau : 

Chọn 4 trong 9 cháu để phát táo. Có Cọ cách. Chọn 3 trong 5 cháu còn lại 
để phát cam. Có c| cách. Chuối sẽ phát cho hai cháu còn lại. Vậy có 
Cọ.cỊ =1260 cách. 

2 . 10 . Kí hiệu X là tập hợp các đoàn đại biểu, A, B lần lượt là tập các đoàn đại 
biểu gồm toàn nam và toàn nữ. Theo bài ra, cần tìm 

n [X\ (A u 5)] = n(X) - n(A uB) = n(X) - n(A) - n{B) 

Ta có n(X) = Cạ, n(A) = cị, n(B) = cị. 

Vậy n[X\ (A u 5)] = cị - cị - cị = 120. 

2 . 11 . Cứ ba điểm dựng được một tam giác. Vì vậy có thể dựng được Cj 3 0 = 120 
tam giác. 

2 . 12 . SỐ đoạn nối hai đỉnh của đa giác đã cho là c| 0 , số cạnh của đa giác là 20. 
Vậy số dường chéo là cị 0 - 20 = 170. 

2.13. SỐ tập con của tập hợp gồm bốn điểm là 

cj + c\ +cị + cỊ + cì= 16. 
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2.14. a) Xếp 6 nam vào 6 ghế cạnh nhau. Có 6! cách. Giữa các bạn nam có 5 
khoảng trống cùng hai đầu dãy, nên có 7 chỗ có thể đặt ghế cho nữ. Bây 

giờ chọn 4 trong 7 vị trí để dặt ghế. Có Cj cách. Xếp nữ vào 4 ghế đó. Có 

4! cách. Vậy có 6!. Cj . 4! = 120.7! cách xếp mà không có hai bạn nữ nào 
ngồi cạnh nhau.. 

b) Xếp 6 ghế quanh bàn tròn rồi xếp nam vào ngồi. Có 5! cách. Giữa hai nam 
có khoảng trống. Xếp 4 nữ vào 4 trong 6 khoảng trông đó. Có Aị cách. 

Theo quy tắc nhân, có 5! a£ - 43200 cách. 

2.15. Ta có 

s~ik +1 ỵ~*k 1 s-*k +1 

^n +1 — 

s-*k +1 k . s-ik +1 

1 + 1 

• « • 

s-*k +1 _ s-*k , s~*k +1 

^k +2 - U Ẩ:+1 W+1 

Từ đó c£ỉ = c k n + cỉ_, + ... + c*v, + c**:, 1 

= + c «-l + ••• + C k+l + c k- 

2.16. Ta có A = ^k 2 = ^ cị + 2^ cị. Kết hợp với bài tập 2.15, ta được 

*=1 *=1- k =2 

A _ r *2 ,0^3 _ «(« + 1) , (« - !)«(« + 1) _ n(n + 1X2«.+ 1) 

A = C *+1 + 2C «+1 = ~2— + _ -3- = -6—-' 

' ** . ,i " 

2.17. a) Các/ỉ t/ỉứ nhất. Chọn 9 bạn trong 50 bạn để làm trực nhật. Có c| 0 cách. 

- Khi đã chọn được 9 bạn rồi, chọn 4 trong 9 bạn đó để quét sân. Có Cg cách . 

Từ đó, theo quy tắc nhân, có Cịq. Cạ cách phân công. 

Cách thứ hai. Chọn 4 trong 50 bạn để quét sân, sau đó chọn 5 trong 46 bạn 
còn lại để xén cây. Vậy có CỹQ. Cị 6 cách phân công. 

Từ đó ta có đẳng thức cần chứng minh, 
b) Lập luận tương tự. 
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2.18. Có thể chứng minh dễ dàng đẳng thức sau 

rC r n = nơ n ~_\ (r = 1 , 2,.... n - 1). 

Vì n là số nguyên tố và r < n, nên n là ước của c r n . 

2.19. Mỗi giao điểm của hai đường chéo ứng với một và chỉ một tập hợp gồm 4 
điểm từ tập hợp 7 đỉnh của đa giác. Vậy có c 4 = 35 giao điểm. 

2.20. Có Cj 5 Q cách chọn 5 chữ số khác nhau để lập số cần thiết. Nhưng khi đã 
có 5 chữ số khác nhau rổi, chỉ có một cách xếp 5 chữ số đó để tạo nên sồ' 
cần thiết. Vậy có Cj 5 0 = 252 số. 

§ 3 . 

3.1. Sô' hạng thứ k + 1 trong khai triển là 

. ínỸ 

' t. . = r k . V 10- * - 

l k+l - Mo* “ • 

Vậy t 5 = CjV 10 _ 4 .Í- = 210 JC 6 x - 4 - = 3360x 2 . 

Đáp số : t 5 = 3360x 2 . , 

3.2. (1 + xỷ = l + 6x + Í5x 2 + 20x 3 + Ĩ5x 4 + 6x 5 + X 6 . : 

a) 1,01 6 = (1 + 0,01 ) 6 * 1 + 6 X 0,01 + 15 X (0,01 ) 2 = 1,0615. 

b) Dùng máy tính ta nhận được 

1,01 6 * 1,061520151. 

3.3. Số hạng thứ k+ỉ của khai triển là 

t k+x = C*(3jc)*. Vậy số hạng chứa X 2 là t 3 = c 2 9.x 2 . Theo bài ra ta có 
9.C 2 =90oC„ 2 =10o« = 5. 
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3.4. Ta có (1 + ax) n = 1 + c\ax + c 2 n a 2 x 2 + ... 

Theo bài ra 

c\a = 24 na = 24 2 ị na = 24 ía = 3 

c 2 a 2 = 252 ^ — - — = 252 ^ - l)a = 21 ^ 1« = 8. 

L 12 

3.5. Số hạng chứa JC 7 là (c 3 .c|(-í >) 2 + cịa.cị(-b) + C 2 a 2 C^)x 2 ' 

Số hạng chứa X 8 là [Cj.cị(-b) + cỊa.Cg )x 8 . Theo bài ra ta có 

Ịa = 2 

\5b 2 -\%ab + 3a 2 = -9 _ \ a = 2b _ = 1 

-6b + 3a = 0 b 2 = 1 ía = -2 

^ k < 

b = -1. 

— V 

§ 4 . 

4.1. â) Không gian mẫu có dạng 

Q = {sss, SSN, SNS, NSS, SNN, NSN, NNS, NNN } . 

b) /4 = { sss, SNS, SSN, SNN } ; 

B= {SSS,NNN} ; 
c = { SSN, SNS, NSS } ; 

D = { NNN } = n\ { NNN }. 

4.2. a) n = {51, S2, S3, S4, S5, S6, N 1 , N2, N3, N4, N5, N6}. 
b)A = {S2,S4,S6} ; 

B={Nl,N3,N5); 

C={S6,N6). 
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4.3. a) Q = {(/, j, k) I 1 < i, j, k < 6 }, gồm các chỉnh hợp chập 3 của 6 (số chấm). 

b )A = {(1, 1, 4), (1, 4, 1), (4, 1, 1), (1, 2, 3), (2, 1, 3), (1, 3, 2), (2, 3, 1), 
(3, 1,2), (3,2, 1), (2, 2, 2)} ; 

B= {(2,1, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1), (4, 1, 3), (4, 3, 1), (4, 2, 2), (5, 1, 4), 
(5,4, 1 ), (5,2,3), (5,3,2), ( 6 ,1,5), ( 6 ,5,1), ( 6 ,2,4), ( 6 ,4,2), ( 6 ,3,3)}. 


§ 5 . 


5.1. Số cách chọn là C{q. kí hiệu A k là biến cố : " Trong hai người đã chọn, có 
đúng k nữ ", k = 0 , 1 , 2 . 


a) Cần tính P(A 1 ). Ta có P(Ả 2 ) = 


= kQ4 2 )_ c 3 2 _ 3 _ 1 . 


«(Q) C 2 45 15 ’ 


b) Tương tự, P(A 0 ) = -1- = 

■10 


cf _ 21 _ 7 
“ 45 - 15' 

^in 


c) 


d) 


W = i-P(A,) = i~ = ị 

x clc\ 21 7 

U 10 


5.2. Rõ ràng trong hộp có 30 quả với 15 quả ghi số chẩn? 10 quả màu đỏ, 5 quả 
màu đỏ ghi số chẵn, 25 quả màu xanh hoặc ghi số lẻ. Vậy theo định nghĩa 


_ N n/4N 15 1 

a) P(A) = 77 - = -r ; 
30 2 


b) P(B) = 


c) P(C) = 


1 


d) P(D) = 


10 _ l 
30 " 3 

. 25 5 


30 6 30 6 

trong đóA,B, C,D là các biến cố tương ứng với các câu a), b), c), d).. 

5.3. Số cách xếp quanh bàn tròn là n(Q) = 91. 

Kí hiệu A là biến cố : "Nam nữ ngồi xen kẽ nhau". 

4!5! 


Ta có 


/I(A) = 4!5! và P(A) = 


9! 


0,008. 


6. BTĐS&GT11-A 
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5.4. Không gian mẫu Q = {(b, c) : 1 < b, c < 6}. Kí hiệu A, B, c là các biến cố 
cần tìm xác suất ứng với các câu a), b), c). Ta có A = b 2 - 4 c. 

a) A = { (b, c) G Q I b 2 - 4c < 0} 

= {(1, 1), (1, 2),..., (1, 6), (2, 2),... (2, 6), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6), 
(4, 5), (4, 6)}. 

n(A) = 6 + 5 + 4 + 2=17, P(Ạ) = Ụ-. 

36 

b) B = {(b, c) € n\b 2 -4c = 0) 

= {(2, 1), (4, 4)}. 

Từ đó P{B) = ị- = A. 

36 , 18 

- _ 17 19 

c ) C=A. VậyP(C)= 1-^ = ^. 

ỎQ ỔO 


5.5. Kí hiệu A là biến cố : "Quả lấy ra màu đỏ” ; 

B là biến cố "Quả lấy ra ghi số chẵn", 
a) Không gian mẫu Í2 = {1,2,.... 10} ; 

A = 11,2,3,4,5,6}. 


Từ đó 


™ - A 4 

10 5 


Tiếp theo, B = {2, 4, 6 , 8 , 10} và A n B = [2, 4, 6 }. Do đó 

P( B )4=Ị,P(^)4. 


Ta thấy P(AB) = = ^ • -Ị- = P(A)P[b), vậy A và B độc lập. 


10 5 2 

5.6. Rõ ràng Q = {(í, j) : 1 < i, j < 6 }. 

Kí hiệu Aị : "Lần đầu xuất hiện mặt 1 chấm" ; 
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Bị : "Lần thứ hai xuất hiện mặt 1 chấm"; 
c : "Tổng số chấm là 6 " ; 

D : "Mặt 1 chấm xuất hiện ít nhất một lần" ; 


6. BTĐS&GT11-B 



a) Tã có c = {(1 , 5), (5 , 1), (2, 4), (4 ,2), (3,3)}, P(C ) = 

b) Ta có Aị, Bị độc lập và D = A l u B l nên 

P(D) = P{A Ỉ ) + P{B Ỉ )-P{A Ỉ B Ỉ ) 

Ị_ 1 _ l Ị_ _ 11 


36 


6 6 6 6 36 

5.7. Kí hiệu Aị, A 2 , A 3 lần lượt là các biến cố : "Học sinh được chọn từ khối / 

trượt Toán, Lí, Hoá" ; Bị, B 2 , #3 lần lượt là các biến cố : "Học sinh được 

chọn từ khối // trượt Toán, Lí, Hoá". Rõ ràng với mọi (ỉ, ỹ), các biến cố 
Aị và Bj độc lập. 

a) Cần tính P(A l B l ). Ta có Pị^AịBị) = />(4)/>te) = 11 = ^. 

b) Xác suất cần tính là P{(Aị u A 2 u Aị) n (fij u #2 u # 3 )) 

= P(A l uA 2 uA í ).P(B ỉ uB 2 uB ỉ )= = 

c) Đặt A = u A 2 u Ẩ 3 , B = Bị u fi 2 u fl 3 . Cần tính PÍ/4 n 5 ). Do A 
và B độc lập, ta có p[a n 5) = pịÀ^pịB ) = [1 - P(A)f = ^ 


d) Cần tính P(A u 5). 

Ta có />(A u B) = P(A) + P(B) - P(AB ) 


11 13 

2 + 2 4 4 


5.8. a) />( A u B) = P(A) + P(B) - P(ẰB) = P(A) + P(B) - P{A)P(B) 

= 0,6 + 0,3-0,18 = 0,72. 
b) pCÃ ubỊ = 1- P(AB) = 1 - 0,18 = 0,82. 

5.9. Kí hiệu A k : "Lần thứk lấy được con át", k > 1. Rõ ràng Aị, A 2 độc lập. 


a) Ta cần tính P(Aị n A 2 ). Ta có P(A\ n ^ 2 ) = / > (/4 1 )/ > (/4 2 ) = 


48 4 

52' 52 ' 


83 



b) Theo bài ra cần tính 


P(Aị) + P(Aị n A 2 ) = 


4 48 4 

52 + 52'52 


0,15. 


Bài tập ôn chương II 


1. Không gian mẫu gồm các hoán vị của 6 người. Vậy n(Q) = 6!. 

Kí hiệu A là biến cố : "Đứa bé được xếp giữa hai người đàn bà"; 

B là biến cố: "Đứa bé được xếp giữa hai người đàn ông". 

a) Để tạo nên một cách xếp mà đứa bé được xếp giữa hai người đàn bà, ta 
tiến hành như sau : 

- Xếp đứa bé ngồi vào ghế thứ hai đến ghế thứ năm. Có 4 cách. 

- ứng với mỗi cách xếp đứa bé, có 2 cách xếp hai người đàn bà. 

- Khi đã xếp hai người đàn bà và đứa bé, xếp ba người đàn ông vào các chỗ 
còn lại. Có 3! cách. 

Theo quy tắc nhãn, ta có n(A) = 4.2.3! = 48. 


Từ đó 




b) Để tạo nên một cách xếp mà đứa bé ngồi giữa hai người đàn ông, ta tiến 
hành như sau : 

1 / 

- Xếp đứa bé vào các ghế thứ hai đến thứ năm. Có 4 cách. 


- Chọn hai trong số ba người đàn ông. Có cị = 3 cách. 

- Xếp hai người đàn ông ngồi hai bên đứa bé. Có 2 cách. 

- Xếp ba người còn lại vào ba chỗ còn lại. Có 3! cách. Theo quy tắc nhân, 
ta có 


Vậy 


n(B) = 4. cị .2.3! = 144. 

144 1 

ỉ><n\ - _ _ 
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2 . SỐ cách xếp 6 người quanh bàn tròn là 5!. Vậy không gian mẫu có 5! = 120 
phần tử. 

a) Tính n(A ): 

- Có l cách xếp đứa bé ; 


- Có 2 cách xếp hai ngưèri đàn bà ngồi hai bên đứa bé ; 

- Có 3! cách xếp ba người đàn ông. 

Vậy n(A) = 2.3! = 12. 

12 1 

Từ đó / > (A)= tỂ- = -t. 

120 10 

b) Tươrig tự 


n(B) = 1 . cị .2.3! = 36. 

36___3 
120 " 10 


/>(*)= ^ = 4 


3. Chọn 4 người để xếp vào 4 ghế ở dãy đầu : có AỈỊ cách. Còn lại 3 người 
xếp vào 3 ghế ờ dãy sau : có 3! cách. 

Vậy có tất cả Aq .3! = 5040 cách xếp. 


4. HD. Dùng công thức tính số tổ hợp. 

5. Số cách rút ra 13 con bài là cịị. Như vậy nịCì) = cịị. 


Kí hiệu A : "Trong 13 con bài có 4 con pích, 3 con rô, 3 con cơ và 3 con nhép". 

Ta có n(A) = cLeld = 13 ’ • 

4!(3!) 3 

Vậy P(A) = 13 — * 0,000002. 

4!(3!) 3 .cị| 

6. a) Vì P(A nB) = P(A) + P(B) - P(A u B) nên 

P(A n B) __ P(A) + P(B) - P(A u fi) 

P(A) + P(B) ~ P(A) + P(B) - a ' 
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( 1 ) 


b) Vì P(A u B) = P(A) + P(B ) - P{A n fi) < />(A) + 

/>(A u B) 


nên 


a = 


P(A) + P(B) 


< 1 . 


Mặt khác, 2 P(Ạ u B) = P(A u fl) + P(A u fl) > />(A) + 


Vậy 


/>(A u B) 1 
a ~ P(A) + P(B) - 2' 

, 1 


Kết hợp với (1), ta có 4- ^ a < 1. 


7. Kí hiệu A : "Quả lấy từ hộp thứ nhất màu đỏ" ; 

B : "Quả lấy từ hộp thứ hai màu đỏ". 
Ta thấy A và B độc lập. 


a) Cần tính />(A n B). Ta có P(A n B) = P(A) P{B) = ^ 


3 4 


5 10 

b) Cần tính xác suất của C = (ẤnB)u (An B). 

Do tính xung khắc và độc lập của các biến cố, ta có 
P(C) = P(A) P(B) + p (Ã) P(Ẽ) 

. 3 4 2 6 ... 

5 10+ 510 °’ 8 ’ 

c) Cần tính P(C). Ta có P(C) = 1 - P(C) = 1 - 0,48 = 0,52. 


0,24. 
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Ổ hương III. DÃY SỐ 

CẤP SỐ CỘNG VÀ CẤP SỐ NHÂN 


§1. Phương pháp quy nạp toán học 

A. KIẾN THỨC CẦN NHÓ 

1. Để chứng minh một mệnh đề là đúng với mọi n e N* bằng phương pháp 
quy nạp toán học, ta tiến hành hai bước : 

Bước 1 : Kiểm tra rằng mệnh đề đúng với n = ỉ. 

Bước 2 : Giả thiết mệnh đề đúng với một số tự nhiên bất k\ n = k (k >1) (ta 
gọi là giả thiết quy nạp) và chứng minh rằng nó cũng đúng với n = k+ ỉ. 

2. Trong trường hợp phải chứng minh một mệnh đề là đúng với mọi số tự 
nhiên n > p (p là số tự nhiên) thì: 

• Ở bước 1, ta kiểm tra mệnh đề đúng vói n= p. 

• Ở bước 2, ta giả thiết mệnh đề đúng với một số tự nhiên bất k ì n = k (k> p) 
và chứng minh rằng nó cũng đúng với n = k+ 1. 

3. Phép thử vói một số hữu hạn số tự nhiên, tuy không phải là chứng minh, 
nhưng cho phép ta dự đoán được kết quả. Kết quả này chỉ là giả thiết, và để 
chứng minh ta có thể dùng phương pháp quy nạp toán học. 


B. VÍ DỤ 

• Ví dụ 1 ____ 

Chứng minh rằng 

1.2 + 2.5 + 3.8 + ... + n(3n - 1) = n 2 (n + 1) với n e N*. (1) 


Giải 

Bước 1 : Với n = 1, vế trái bằng 1.2 = 2, vế phải bằng 1 2 (1 + 1) = 2. 
Hệ thức (1) đúng. 
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Bước 2 : Đặt vế trái bằng S n . 

Giả sử hệ thức (1) đúng với n = k > 1, tức là : 

s k = 1.2 4- 2.5 4- ... 4- k(3k - 1) = k 2 (k +1) (giả thiết quy nạp). 
Ta phải chứng minh rằng (1) cũng đúng với n = k + 1, tức là : 

S M =(k+l) 2 (k + 2). 

Thật vậy, từ giả thiết quy nạp ta có 

s k+ ị =s k + (k+ỉ) [3(Jfc + 1) - 1] = k 2 (k + 1 ) + (k + 1 ) (3* + 2 ) 

= (k + 1) (k 2 + 3k + 2) = (k + l) 2 (Ắ: + 2). 

Vậy hệ thức (1) đúng với mọi n G N*. 



Giải 

Đặt A n = n - n. 

Khi n = 1 thì Aị = 0, chia hết cho 7. 

Giả sử đã có 

A k = (k' - k) : 7 (giả thiết quy nạp). 

Ta phải chứng minh A k+ị : 7, tức là (k + l) 7 - (k + 1) : 7. 

Thật vậy, áp dụng công thức Nhị thức Niu-tơn ta có 

A k+ì =(k+l) 7 -(k+l) = k 7 + 7k 6 + 2lk 5 + 35k* + 35k 3 + 2lk 2 + lk+l-k-\ 

= k 1 - k+ 7 (k 6 + 3k 5 + 5 k 4 + 5 k 3 + 3k 2 + k). 

< 

Theo giả thiết quy nạp thì A k = k' - k chia hết cho 7, do đó 

i 

A k+ ị : 7. 

Vậy n - n chia hết cho 7 với mọi n e N*. 
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• Ví dạ 3 ___ 

Chứng minh rằng 

v2-+ yf2^~+ỹỈ2 — 2cos 71 - ■ (3) 

y "->«+1 

v -V-' 2 

n dấu căn r 


Giải 

Đặt vế trái của hệ thức (3) bằng C n . 

Khi n= 1, vế trái bằngyíĩ , vế phải bằng 2cos^7 = yfĩ ; hệ thức (3) đúng. 

4 

Giả sử hệ thức (3) đúng với n-k> 1, tức là 

„ _ 71 


CÓ 

+ 2cos ^r 

J A 2 TI — 7T /n 71 

4cos . . = 2cos . " (vì cos . " > 0). 

2*+2 2* +2 , 2* +2 

Vậy hệ thức (3) đã được chứng minh. 

• Ví dụ 4 _-___ 

Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n > 3 ta có 

. 3” > ì? + 4n + 5. (4) 


Giãi 

Với n = 3, vế trái bằng 27, còn vế phải bấng 26. 
Bất đẳng thức (4) đúng. 


Li = ZCOS 


,*+1 ■ 


Ta phải chứng minh 


c— 2cos 


n 


,k +2 • 


Thật vậy, từ giả thiết quy nạp ta 


'k+ỉ 
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( 4 ’) 


Giả sử bất đẳng thức (4) đung với n = k > 3, tức là 
3* > k 2 + 4k + 5. 

Ta phải chứng minh nó cũng đúng với n = k + 1, tức là 

3* +1 >(*+ l) 2 + 4(k + 1) + 5 
Thật vậy, nhân hai vế của bất đẳng thức (4') với 3 ta có 

3* +1 > 3 k 2 + 12 k +15 = (k + 1 Ý + 4{k + 1) + 5 + 2 k 2 + 6k + 5' 
Vì 2 k 2 + 6k + 5 > 0 nên 

3* + 1 > (& + l) 2 + 4(k + 1) + 5. 

Bất đẳng thức (4) đã được chứng minh. 



Giải 

Trước hết nhận xét rằng nếu a = b thì bất đẳng thức (5) xảy ra dấu bằng 
(=) với mọi n e N*. 


Giả sừa*b. 


Nếu n = 1 thì bất đẳng thức (5) đúng và dấu bằng (=) xảy ra. 

Ta sẽ chứng minh với n > 2 thì bất đẳng thức (5) đúng, bằng phương pháp 
quy nạp. Thật vậy : 


Với n = 2 thì (5) có dạng 


a 2 + b 2 


a + b 
2 


hay (a - b) > 0. 


Rõ ràng bất đẳng thức này đúng và dấu bằng không xảy ra. 
Giả sử bất đẳng thức (5) đúng với a * b và n = k > 2, tức là 


a k +b k 


a + b 
2 
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Nhân hai vế của bất đẳng thức này với a + b > 0, ta có 

.*+! 


hay 

Vì 


a k + b k 


,{a + b)> 


(ũ + ố) 


a k+l + a k b + ab k + b k+l (a + b) k+l 


a k+ì + b k+i - (ab + ab k ) = a k (a - b) - b k (a - b ) 


= (a - b ) (a -b k )> 0 


nên 

Từ (5’) và (5") suy ra 


k+1 I_Ắ:+1 k, _,k 

a + b > a b + ab . 


(a^ 1 + b^ỵ + (a* +1 + b k+l ) Ịạ + 6) Ắ:+1 


( 5 ') 


(5") 


a k+ỉ + b k+l f 


a + b 


\k+l 


hay 

z V ~ J 

nghĩa là bất đẳng thức (5) đúng với n = k + 1. 

Vậy, bất đẳng thức đã được chứng minh. 


• Ví dụ 6 ___ 

Với giá trị nào của số nguyên dương n, ta có 

2 n+1 > n 2 + 3n? 


( 6 ) 


Giải 


Thực chất đây là bài toán giải bất phương trình trên tập hợp N*. Tuy nhiên, 
khó có thể giải nó bằng cách thông thường. 

Đặt vế trái bẵng A n và vế phải bằng B n . 

Bằng phép thử với n= 1, 2, 3, dễ dàng thấy rằng 

Aị ^ Bị ý ^ Bj Ị Aị ^ Bị. 

Đến đây, nếu vội kết luận bất phương trình (6) vô nghiệm thì sẽ là sai lầm, 
vì chỉ cần thử với n = 4 ta có A 4 = 32 > 28 = B 4 . Thử tiếp với n = 5, 6 ta 
cũng có A 5 > B 5 , Aộ > Bộ. Đến đây ta có thể dự đoán : Với mọi số tự nhiên 

n> 4 ta có 2” + > « + 'in. Ta sẽ chứng minh điều dự đoán đó bằng phương 
pháp quy nạp. 
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( 6 ’) 


Thật vậy, giả sử bất đẳng thức (6) đúng với n = k > 4, tức là 
2* +I > k 2 + 3k. 

Nhân hai vế của (6') với 2 ta được 

2 k+2 > lk 2 + 6k = (k + l) 2 + 3(Ẩ: + 1) +-k 2 + k - 4. 
Vì k > 4 nên k 2 + k - 4 > 0, do đó 

2 k+2 = 2 ( * +1)+1 > (k + ỉ) 2 + 3 (k + 1); 
tức là (6) đúng với n = k + l. 

Vậy, với n > 4 thì 2” +1 > n 2 + 3 n. 


• Ví dụ 7 ___ 

Cho > ổ "8 = n + 33 + 5^7 + - + (2 „ . ĨX 2 Í + ,) • 

a) Tính 5j, 5 2 , s 3 ,5 4 . 

b) Hãy dự đoán công thức tính S n và chứng minh bằng phương pháp 
quy nạp. 


Giai 


a) Ta có 


5, = 


5, = 


5, = 


1 1 


1.3 3 

1 1 

3 + 3.5 

2 1 

5 + 5.7 


2 
5 

3 

35 7 


15 

15 


Sa = = + 


1 


28 


’ 4 7 7.9 .63 9' 

b) Từ kết quả ở câu a) ta dự đoán 

5 - 71 

" 2/2 + 1 

Ta sẽ chứng minh công thức (7) bằng phương pháp quy nạp, 


( 7 ) 



• Vói n = 1, theo a) thì (7) là đúng. 

• Giả sử công thức (7) đúng vói n = k> 1, tức là 

òk 2 k + ì' 

Ta phải chúng minh nó cũng đúng với n = k+ 1. 

Thật vậy, từ giả thiết quy nạp ta có 

Sk+Ỉ = Sk + [2(Ắ:.+ 1) - l][2(Ắ: + 1) + 1] = Sk + (2 1 + 1)(2Ấ: + 3) 

k' 1 k(2k + 3) + 1 

= 2k + 1 + (2k + 1)(2 k + 3) = (2 k + 1)(2 k + 3) 

2 k 2 +.3 k + 1 (k + 1)(2 k + 1) k + 1 

” (2 k + l)(2k + 3) ~ (2k + í)(2 k + 3) - 2(k + 1) + 1 

tức là (7) cũng đúng với n = k + 1. 

Vậy công thức (7) đã được chứng minh. 

• Ví dạ 8 -T----- 1 

Chứng minh rằng nếu tam giác ABC vuông tại A, có số đo các cạnh là 
a, b, c thì vói mọi số tự nhiên n > 2, ta có bất đẳng thức 

b + c < a . (8) 

Giải 

• Với n = 2 thì theo định lý Py-ta-go ta có b 2 + c 2 = a 2 . 

Vậy bất đẳng thức (8) đúng. 

• Giả sử bất đẳng thức (8) đúng với n = k> 2, tức là 

b k + c k < ạ k . (8‘) 

Khi đó b k+l + C Ề+1 = b k .b + c k .c < b k a + c k a = ( b k + c k )a. 

V 

Sử dụng giả thiết quy nạp (8'), ta có 

b k+ì + c k+ỉ < a k+ì , tức là (8) đúng vói ri = k + 1. 

Vậy, bất đẳng thức (8) đã được chứng minh. Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi 
/1 = 2. 
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Nhân xét 


1. Các ví dụ nêu trên thể hiện rõ hai bước của phương pháp quy nạp : 

Bước 1 : Kiểm tra mệnh đề (điều cần chứng minh) đúng với n = 1 (hoặc vớỉ 
n = p, p là số tự nhiên). 

Bước 2 : Giả sử mệnh đề đúng với n = k > 1. 

Sau đó, phải chứng minh rằng nó cũng đúng với n = k+ ỉ. 

Lưu ý rằng phải thực hiện đầy đủ cả hai bước, xong bước 1 mới làm bước 2. 

Đặc biệt, ở bước 2 phải đặt ra được bài toán, trong đó : 

Giả thiết (quy nạp) là mệnh đề đúng với n = k và kết luận là mệnh để đúng 
với n = k+ 1. 

Hoàn thành xong hai bước phải nêu kết luận cuối cùng. 

2. Phương pháp quy nạp có thể dùng để giải các loại bài toán sau : 

Loại 1 : Chứng minh một kết luận cho sẵn (xem các Ví dụ 1, 2, 3,4,5,7,8). 

Loại 2 : Tìm điều kiện để một kết luận là đúng, bằng cách sử dụng phép 
quy nạp không hoàn toàn để dự đoán kết quả, sau đó mới chúng minh 
bằng phương pháp quy nạp. (Xem Ví dụ 6). 

c. BÀI TẬP 

1.1. Chứng minh các đẳng thức sau (với n e N*) 

a) 2 + 5 + 8 + ... + (3n - 1) = ” (3 ” + ; 

b) 3 + 9 + 27 + ... + 3" = ị(3" +1 - 3). 

1.2. Chứng minh các đẳng thức sau (với n e N*) 

V i2 ^ -ĩ 2 <2 ^ .. 1 \2 _ n ( 4n2 - 1) 

â) 1 +3 +5 + ... + (2n — 1) —-—- \ 

K\ 1 3 o 3 -l 3 ^ „3 _ n2 ( n + !) 2 

b) 1 +2 +3 + ... + /ĩ = —— . 

4 
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1.3. Chứng minh rằng với mọi n e N*, ta có 

a) 11” +1 + 12 2 ” 1 chia hết cho 133 ; 

b) 2/í 3 - 3 n 2 + n chia hết cho 6. 

1.4. Chứng minh các bất đẳng thức sau (n e N*) 

a) 2” +2 >2n + 5 ; 

b) sin 2 ”a + cos 2n a < 1 ; 

* 

1.5. Với giá trị nào của số tự nhiên n ta có 
a) 2” > 2rt + 1 ; 

h) 2 n > rt 2 + An + 5 ; 

* 

c) 3" > 2 n + In ? 

1.6. Cho tổng 

111 1 
n 1.5 5.9 + 9.13 + ■■■ + (4/í - 3)(4/í + 1) ■ 

a) Tính 5 2 ,5 3 ,5 4 ; 

b) Dự đoán công thức tính S n và chứng minh bằng phương pháp quy nạp. 

1.7. Cho n số thực ỚJ, a 2 ,.... a n thoả mãn điều kiện 

- 1 < ŨỊ < 0 với i = 1, n. 

Chứng minh rằng với mọi n e N*, ta có 

(1 + ứj) (1 + ứ 2 )... (1 + o n ) ^ 1 + ứj + ứ 2 + ... + ũ n . 

1.8. Chứng minh rằng vói các số thực ứj, a 2 y ứ 3 ,.... a n (n e N*), ta có 

|ứj + ứ 2 + ... + ứ^l ^ |ơ]| + 1 ^ 2 ! + ... + |ơ/j|. 
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§2. Dãy số 


A. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 


1. Định nghĩa 


a) Mỗi hàm số u xác định trên tập số tự nhiên N* được gọi là dãy số vô hạn 
(gọi tắt là dãy số) 

u : N*.- > R 

n I- ỳ- u(n) 

Đặt u(rí) = u n và gọi nó là số hạng tổng quát của dãy số («„). 

b) Mỗi hàm số u xác định trên tập M = {1, 2, 3, m }, với m e N*, được 
gọi là dãy số hữu hạn . 


2. Cách cho một dẫy số 

a) Dãy số cho bằng công thức của số hạng tổng quát 

Khi đó u n =f(rì), trong đó/ là một hàm số xác định trên N*. 

Đây là cách khá thông dụng (giống như hàm số) và nếu biết giá trị của n 
(hay cũng chính là số thứ tự của số hạng) thì ta có thể tính ngay được u n . 

b) Dãy số cho bằng phương pháp mô tả 

Người ta cho một mệnh đề mô tả cách xác định các số hạng liên tiếp của 
dãy số. Tuy nhiên, không thể tìm ngay được u n với n tuỳ ý. 

c) Dãy số cho bằng công thịtc truy hồi (hay quy nạp) 

• Cho số hạng thứ nhất Uị (hoặc một vài số hạng đầu). 


• Với n>2, cho một cồng thức tính u n nếu biết u n _ị (hoặc một vài số hạng 
đứng ngay trước nó). Các cồng thức có thể là : 


Mị = a ■ 

|m„ = f(u n _{) với n > 2 


hòặc 


í Mị = a, Uj = b 

«„ = /0Vi> «„- 2 > với n > 3. 
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3. Dãy số tăng, dãy số giảm 

• Dãy sô' (w„) được gọi là tăng nếu w„ +1 > u n với mọi n e N* ; 

• Dãy số (w„) được gọi là giảm nếu u n+ 1 < u n với mọi n € N*. 

Phương pháp khảo sát tính đơn điệu 

Phương pháp 1 : Xét hiệu H = w„ +1 - w„. 

- Nếu H > 0 với mọi n € N* thì dãy số tăng ; 

- Nếu H < 0 với mọi n € N* thì dãy số giảm. 

Phương pháp 2 

Nếu u„ > 0 với mọi n € N* thì lập tỉ số w ” +1 , rồi so sánh với 1. 

' ' u.. 

- Nếu U " +[ > 1 với mọi n e N* thì dãy số tăng ; 

Li.. 

- Nếu < 1 với mọi n € N* thì dãy số giảm. 

u n 

4. Dãy số bị chặn 

• Dãy sô (u n ) được gọi là bị chặn trên nếu tồn tại số M sao cho 

u n <M,Vne N*. 

• Dãy số (u n ) được gọi là bị chặn dưới nếu tồn tại số m sao cho 

u n > m, V/I e N*. 

• Dãy số được gọi là bị chặn, nếu nó vừa bị chặn trên vừa bị chặn dưới, tức 
là tồn tại hai số m, M sao cho 

m < u n < M, V/I e N*. 

^Lưu ý : Các dấu ”=" nêu trên không nhất thiết phải xảy ra. 


7 BTĐS&GT11 - A 
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B. VÍ DỤ 


• Ví dụ 1 _ 

Các dãy số («„) được cho bởi các công thức : 


a) u n = —7 —ỉ- (n e N*); 


2 " + 1 


c) 


Mj = 1 

u n+l = \/ M « + 1 với /í > 1 ; 


b)«„=|(« 6 N*); 
3" 


d) 


= 1 


ỉ/ 


u 


n +1 




-1 + u n 


vói n > 1 


Hãy viết sáu số hạng đầu của mỗi dãy số. Khảo sát tính tăng, giảm cùa 
chúng. Tìm số hạng tổng quát cùa các dãy c) và d). 


/'-t • 2l 

Giai 


a) Sáu số hạng đầu : 


Ị_ 3 7 15 31 63 
3 ’ 5 ’ 9 17’ 33 ’ 65 


Dự đoán dãy số tăng. 

Ta sẽ chứng minh dự đoán đó. Thật vậy, xét hiệu 


H = u n+x -u n = 


2 n+1 - 1 2 ” - 1 

2" +1 +1 2 " + 1 


( 2" +1 - 1 )( 2 " + 1 ) - ( 2" +1 + 1 )( 2 ” - 1 ) 
( 2" +1 + 1 )( 2 " + 1 ) 


22/1+1 2*+i _ 2* — 1 — 


+ 2" +1 - 2 " + 1 


( 2" +1 + 1 )( 2 " + 1 ) 


2 . 2" +1 - 2 . 2 " _ 2" +1 
” ( 2" +1 + 1 )( 2 " + 1 ) _ ( 2 " +1/ + 1 )( 2 " + 1 ) 


>0. 


Suy ra u n+l > u n . Vậy dãy ( u n ) tăng, 
b) Sáu số hạng đầu : 

1 72 73 74 75 76 

3 ’ 9 ’ 27 ’ 8l’ 243’ 729 ’ 
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Ta se chưng minh dây so giâ,m. 

_ yfn + 1 yfn _ yịn + \ - 3yw 


Xét hiệu 


H = u 


n+\ u n „+1 yi 2 n+1 


Do 3” +1 > 0, 3Vn = \Í9n = \ln + Sn > y/n + T, nên H < 0. 
c) Sáu sô' hạng đầu : 

1, s, V3, y[Ã, yỉs. Vó. 


Ta sẽ chứng minh dãy số tăng. 

• Với n = 1, rõ ràng Mị = 1 < y/2 = w 2 . 

• Giả sử khẳng định đúng với n = k> 1, tức là 

^k +1 ^ ^k' 

Theo công thức của dãy số và giả thiết quy nạp, ta có 

u k +2 = Ậỉ+[ + 1 > Ậỉ + 1 = M *+l- 

tức là khẳng định đúng với n = k + 1. 

Vậy dãy số tăng. 

Bạn đọc có thể dễ dàng chứng minh u n = \fn bằng quy nạp. 

d) Sáu số hạng đầu : 1 , V, 1, i-, 1, i.. 

2 3 4 5 6 

Ta sẽ chứng minh dãy số giảm bằng quy nạp. 

• Với n = 1, rõ ràng u J = 1 > = w 2 . 


• Giả sử đã có u k+ỉ < u k (k> 1), ta phải chứng minh 
u k +2 <u k+ 1- 

Thật vậy, theo công thức của dãy số và giả thiết quy nạp, ta có 


u 


u 


k+2 


k ±1 _ 


1 


1 + u k +1 J + 


< 


1 


u 


k +1 


1 + -L 

“í 


= u 


k +1 


1 1 

(vì 0 < u k+ ị < u k nên —— > Vậy dãy ( u n ) giảm. 


u k +1 u k 


1 . . 


Bạn đọc có thể chứng minh u n = — bằng quy nạp. 



3 n + (-1)" 


Ví dụ 2 


Cho dãy số ( u n ) với u n = 


An +.(-1) 


n +1 


, n e N*. 


a) Tính sáu sô hạng dầu của dãy số. Nêu nhận xét về tính dơn diệu của dãy sô. 


b) Tính u 2n và « 2 / 1 + 1 - Chứng minh 0 < u n < 


3 n + 1 
An -1 


với mọi n > 1. 


a) Sáu sô hạng đầu của dãy số : 


/1 • 9 * 

Giai 


2 , 8 13 14 19 
5 ’ ’ 13 ’ 15’ 21 ’ 23 


không giảm. 


Dãy số không tăng và 


3.2« + (-1) 2 " _ 6« + 1 
' “ 2 ”“4.2« + (-l) 2 ”'» l 

_ 3(2« + 1) + (-1) 2 " +1 _ 6« + 2 
“ 2 "* 1 ■ 4(2« + 1) + <-l) 2 "* 2 ■ 8« + 5 ■ 


Dễ thấy u n > 
• n chẩn : 


0. Ta xét hai trường hợp : 
3« + 1 

u " - 4« - 1 ’ 


• «lẻ : 



3« - 1 3« + 1 

= 4« + 1 < 4« - 1 ’ 

3« + 1 ,._. 

0 < u„ < ——- với mọi «. 
4« - 1 


• Ví dụ 3 _ 

Biết năm số hạng đầu của một dãy số là 

3,4, 6,9, 13,... 

a) Hãy chỉ ra một quy luật rồi viết tiếp 5 số hạng của dãy số đã cho. 

b) Hãy xét khoảng cách giữa hai số hạng liên tiếp từ trái sang phải. Nêu 
nhận xét và viết tiếp nãm số hạng theo cách đó. 

c) Lập công thức truy hổi của dãy sô được cho theo quy luật nêu ở câu b). 

d) Tìm công thức biểu diễn u n . 
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Giải 


a) Có nhiều quy luật để có một dãy số mà 5 số hạng đầu như đã cho. Đơn 
giản nhất là dãy số đã cho tuần hoàn với chu kì bằng 5, ta có dãy 

3,4,6,9,13,3,4,6,9,13,... 

Tuy nhiên, nếu nhận xét tổng 3 + 4 + Ó + 9+ 13 = 35 để nêu ra quy luật : 
"Dãy số gồm liên tiếp các nhóm 5 số hạng có tổng bằng 35" thì theo đó ta 
sẽ có nhiều kết quả khác nhau, do phương trình 5 ẩn số 

«6 + «7 + Mg + «9 + «20 = 35 là vô định. 

"Quy luật" vừa nêu đã vi phạm định nghĩa dãy số. 

b) Ta có 4-3 = 1 

6-4 = 2 
9-6 = 3 
13-9 = 4 

Nhận xét: Khoảng cách giữa hai số hạng liên tiếp từ trái sang phải là 4 sô 
hạng đầu của dãy số tự nhiên khác 0. Từ đây có thể nêu kết luận : Năm sô 
hạng trên là các số hạng của một dãy số, trong đó các khoảng cách giữa hai 
số hạng liên tiếp từ trái sang phải lập thành dãy số 

1, 2, 3, 4,..., n với n G N*. 

Vậy, năm sô' hậng tiếp theo là 
18,24,31,39, 48. 

c) Dễ thấy theo quy luật nêu trên thì 

u n+\ ~ u n~ n với n e N* và công thức truy hồi là 

«2 = 3 

< 

u n+l — u n + n với n - 1 - 

d) Để tìm u n ta viết 

«2=3 

«2 = Mj + 1 

«2 = «2 " t " 2 
«4 = «3 + 3 

M „_1 = u n _2 + n - 2 

w„ = «„_2 + n — 1. 
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Cộng từng vế n đẳng thức trên và rút gọn, ta có 

u n = 3 + l+ 2 + 3 + ... + (aỉ — 2) + (n 

= 3 + (^. 


- 1 ) . 


Vậy 


n -n + 6 

M„ = ——--- ; với n e N*. 




• Ví dụ 4 __ 

Cho dãy số 

Uị = 1 

ụ n+ỉ = u n + 2n + 1 với n > 1 . 

a) Viết năm sô hạng đầu của dãy số; 

b) Dự đoán công thức u n và chứng minh bằng phương pháp quy nạp. 


a) Năm số hạng đầu là 1,4, 9, 16, 25. 

b) Dự đoán công thức u n = n (*) với n e N*. Ta sẽ chứng minh công thức 

vừa nêu bằng quy nạp. 

Hiển nhiên với n = 1, công thức đúng. 

Giả sử đã có u k = k 2 với k > 1 . 

Theo công thức của dãy số và giả thiết quy nạp ta có 
“*+i = u k + 2k+ỉ 
= k 2 + 2k + 1 

= (k+ l) 2 ; 

tức là công thức (*) đúng với n = k + 1 . 

Vậy u n = n với mọi n e N*. 


• Ví dụ 5 _ 

Với giá trị nào của a thì dãy số («„), với u„ = ———, là dãy số tăng ? 

n + 1 

dãy số giảm ? 
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Giải 


Xét hiệu 


H Mfi+l u n — 


(n + ỉ)a + 2 na + 2 
n + 1 + 1 n + 1 


a - 2 

(n + 2)(n + 1) ' 


Vì (rt + 2) (rt + 1) > 0 nên : 


Nếu a > 2 thì // > 0, suy ra dãy số ( u n ) là dãy số tăng. 


Nếu a < 2 thì H < 0, suy ra dãy số ( u n ) là dãy số giảm. 


• Ví dụ 6 -, 

Cho dãy số (u n ) với u n = (1 - àf + (1 + à) n , trong đó 0 < <2 < 1 và /2 e N*. 

a) Viết công thức truy hồi của dãy số; 

b) Khảo sát tính tăng, giảm của dãy số. 

Giải 

a) Với n = 1, ta có Uị = 1 - a + 1 + a = 2. 

Với n > 1 thì u n+l = (1 - a) n+ì + (1 + a )^ 1 

do đó w „ +1 - u n = (1 - a) n+ỉ + (1 + a )^ 1 - (1 - à) n - (1 + à) n 

= (1 - a) n (1 - a - 1 ) + (1 + a) n (1 + a - 1 ) 

= a [ạ + a) n - (l - a) n ] (*) 

hay u n+ J = u n + a[(l + ơ) n - (1 - a) n ]. 

Vậy công thức truy hồi là 

= 2 ' 

\u n+l =u n + a[(l + àf - (1 - a) n ] với n > 1 . 

b) Vì 0 < a < 1 nên 1 + a > 1 - a > 0, suy ra (1 + a) n > (1 - a) n 
hay (1 + a) n - (1 - a) n > 0. Từ kết quả (*), ta có 

U n+1 - u n = a [(1 + a) n - (1 - a) n \ > 0 , tức là dãy số đã cho là dãy số tăng. 
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Nhận xét 

Cách giải của câu a) cho ta một phương pháp để tìm công thức truy hồi khi 
biết số hạng tổng quát u n , đó là 

- Tìm Uy. 

- Tính u n+] rồi tìm hiệu w „ +1 - u n (cũng có thể tìm tổng w „ +1 + u n ). 


Ví dụ 7_ 

Cho phương trình 


X - X - 1 = 0 . 


Gọi a, J3ỉầ hai nghiệm của nó (a > p). 

Chứng minh rằng dãy sô' (u n ) xác định bởi u n = -J= (a n - p n ), với n > 1, 
là dãy Phi-bô-na-xi. 


■ 2 ' 

Giai 

Ta có a = 1 ~ 2 ~ "— 2~' ^ c ^ n § ^ức u n suy ra 

Uy =-j=(a ì -J3 ì ) = l ; 

«2 = 4j(a 2 - p 2 ) = -^{a- p){a+ p) = -j-r.l.>/5 = 1. 

Để tính u n , ta chú ý rằng a = a + 1 và p 2 = p + 1, do dó 

1 / ì\ \ / n 2 2 /3 ìì 2 /3 2 \ 

— Ị — (ỡí Ị3 ) — (ỡí • ớí Ị3 . ) 

= -j=r«"“ 2 (« + 1) - /T“ 2 (/? + 1)1 = - /r 1-1 + a " -2 - p n ~ 2 ) 

v5 L - 1 v5 

1 („ n -1 /7/1-1^ I 1 ( ~ n -2 pn - 2 \ _ ■ , 

p ' \Í5^ a p - Un 1 + M,I_2 ’ 

Vậy ta có công thức truy hồi của dãy Phi-bô-na-xi 

Í «1 = 1 ; «2 = 1 


= M „_ 1 + U/ 1-2 với n > 3. 
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Ví dụ 8 _ 

Cho dãy số xác định bởi công thức 


Mị = 1 


V1 = -f M « + + 1 với n - L 


a) Tính M 2 , M 3 , «4 ; 

b) Chứng minh rằng u n+ 3 = u n vói mọi n € N*. 


Giai 


a) M 2 = 2, M 3 = 0, M 4 = 1. Nếu tính tiếp ta lại có M 5 = 2, M 6 = 0, M 7 = 1. Như 
vậy dãy số trên gồm các nhóm 3 số hạng (1, 2, 0) được nối tiếp nhau một 
cách vô hạn. 

b) Ta chứng minh bằng quy nạp. 

Với n = 1, theo câu a) thì công thức đúng vì M 4 = 1 = Mị. 

Giả sử công thức đúng với một giá trị bất kì n = k > 1, tức là u k+ 3 = u k . 

Ta phải chứng minh nó cũng đúng với n = k + 1, tức là 

u k+4 = u k+ 1 - 

Thật vậy, theo công thức của dãy số thì 

_ 3 2 5 

u k+4 - u (k+3)+l - T M ĩ+3 + 2 U/t+3 + *' 


Sử dụng giả thiết quy nạp u k+ 3 = u k , ta có 

3 2 5 

u k+4 ~ 2 Uk + 2 Uk + ^ u k+l 

Vậy công thức đã được chứng minh. 


^ Chú ý. Dãy số đã cho được gọi là dãy số tuần hoàn với chu kì là 3. 
Tổng quát, ta có định nghĩa sau : 

Dãy số (u n ) được gọi là tuần hoàn với chu kì p (p e N*), 
nếu u n+ p = u n với mọi n e N*. 
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c. BÀI TẬP 


2.1. Viết năm số hạng đầu và khảo sát tính tăng, giảm của các dãy số ( u n ), biết 

a) u n = 10 1 2n ; b) u n = 3 n - 7 ; 

2n + \ . 3 n yfn 

c ) “n = jT~ ; d ) u n = :L ^r- 

n 2 

2.2. Cho dãy sô (m„) vói u n = n - An + 3. 

a) Viết công thức truy hồi của dãy số ; 

b) Chứng minh dãy số bị chặn dưới; 

c) Tính tổng n số hạng đầu của dãy đã cho. 

2.3. Cho dãy số ( u n ) với u n = 1 + (n - 1) 2”. 

a) Viết năm số hạng đầu của dãy sô'; 

b) Tìm công thức truy hồi; 

c) Chứng minh dãy số tăng và bị chặn dưới. 

2.4. Dãy số (m„) được xác định bằng công thức 

Uị - 1 

< 

M n+1 = + rr với n > 1. 

\ 

a) Tìm công thức của số hạng tổng quát; 

b) Tính số hạng thứ 100 của dãy số. 

2.5. Cho dãy số («„) xác định bởi 

Mj = 5 

K+l =u n +3n-2. 

a) Tim công thức của sô' hạng tổng quát; 

b) Chứng minh dãy số tăng. 
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2.6. Tìm công thức số hạng tổng quát cùa các dãy số sau 


a) 


r 

Mj = 2 

Uị =2 

c) < 

1 „ 1 ■ b) < 

“«+1 =2--r 

“n+ỉ = u n~ 1 '> 


, u n 


V 


1 

u, - — 


u. 


2 

% 

= 3 M„. 


2.7. Dãy số (. x n ) được biểu diễn trên trục số bởi tập hợp các điểm, kí hiệu là A 

A ~ l^O’ Aị, A 2 , ...» A n> ...}. 

Gọi B là một điểm nằm ngoài trục số. Người ta dựng các tam giác đỉnh B 
và hai đỉnh còn lại thuộc tập hợp A. 

Đặt u n là số các tam giác được tạo thành từ B và n + 1 điểm 

^0’ Aị> ^2’ •••> 
rồi lập dãy số ( u n ). 

a) Tính Mj, « 2 » M 3 > u 4 ỉ 

b) Chứng minh rằng 

. “*= C Ỉ+1 và “*+i =“!.+« + 1 - 

2.8. Cho dãy số ( u„) thoả mãn điều kiện : Với mọi n e N* thì 

1 


0 < u„ < 1 và «„.1 < 1 - „ 

4 u 


n 


Chứng minh dãy số đã cho là dãy giảm. 


§3. Cấp số cộng 

A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

1. Định nghĩa 

(«„) là cấp sô' cộng <=>-«„+] = u n + d, với n e N*, d là hằng số. (1) 
Hệ quả : Công sai d = u n+ì - u n . 
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2. Số hạng tổng quát 



u n = Mj + (n - 

1 )d (n> 2). 

(2) 


d- - “> . 
n-ỉ 


(2’) 

Tính chất 

u k-1 + u k+ì 
u k- 2 

với k>2 

(3) 

hay 

u k-ì + M Ắ:+1 — 


(3’) 


4. Tổng n số hạng đầu 


hoặc 


S,~' l( "' 2 + "’ ) .*€ N* 

/ỉ[2mj + (n - l)í/] 
Sn= 2 


(4) 


^ Lưu ý : Khi giải các bài toán về cấp sổ cộng, ta thường gặp 5 đại lượng. Đó là U-Ị, 

d , u n , n, Sp. Cần phải biết ít nhất 3 trong 5 đại lượng đó thì sẽ tính được các 
đại lượng còn lại. 


B. VI DỤ 

• Ví dụ 1 _ 

Cho dãy số ( u n ) với u n = 9 - 5 n. 

a) Viết 5 số hạng đầu của dãy ; 

b) Chứng minh dãy số (u n ) là cấp số cộng. Chỉ rõ Mj và d ; 

c) Tính tổng của 100 số hạng đầu. 
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Giải 


a) 4, -1,-6, -11, -16. 

b) Xét hiệu u n+ì - u n = 9 - 5 (n + l) - 9 + 5n = -5, 

do đó u n+ỉ = u n - 5, suy ra dãy số ( u n ) là cấp số cộng với u 1 

xí, _ „ nịlu, + (n-l)d] 

c) Áp dụng công thức S n = — — -—- - 


= 4-d = -5. 


(4') 


ta có 


^100 - 


_ 100 [2.4 + (100 - l)(-5)] _ 


= -24 350. 


^ Chú ý : Nếu sử dụng công thức (4) ta phải tính U.Ị 00 . 


• Ví dụ 2 _ 

a) Viết sáu số xen giữa hai số 3 và 24 để được một cấp số cộng có tám số 
hạng. Tính tổng các số hạng của cấp số này. 

b) Viết năm số hạng xen giữa hai số 25 và 1 để được một cấp số cộng có 
bảy số hạng. Số hạng thứ 50 của cấp số này là bao nhiêu ? 


Giải 

a) Ta có Uị = 3, Mg = 24. 

Từ công thức u n = M| + (n - 1 )d, suy ra d = —— 7 ^- • 

n — 1 

„ „ . 24-3 

Tìm được d = -77 —— = 3. 

8-1 

Vậy 6 số hạng cần viết thêm là 6, 9, 12, 15, 18, 21. 
Tính tống Sg =--—— = 108. 

b) Ta có Mj = 25, «7 = 1, d = = - 4. 

Vậy 5 số cần viết thêm là 21, 17, 13, 9, 5. 

Tính «50 = 25 + 49. (-4) = -171. 
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• Ví dụ 3 __ 

Cho hai cấp số cộng 

(x „): 4, 7, 10, 13, 16,... 

(y n ): 1,6, 11,16,21,... 

Hỏi trong 100 số hạng đầu tiên của mỗi cấp số có bao nhiêu số hạng chung ? 

Giải 

Ta có : x n = 4 + {n - 1)3 = 3n + 1 với 1 < n < 100, 

y k = 1 + (k - 1)5 = 5* - 4 với 1 < Ấ: < 100. 

Để một số là số hạng chung, ta phải có 

3n + 1 = 5k - 4 <=> 3n = 5(k - 1) 

suy ra ri : 5, tức ri'-5t và k = 3/ + 1 (/ e Z). 

Vì 1 < n < 100 nên 1 < / < 20. 

Úng với 20 giá trị của t, ta tìm được 20 số hạng chung. Chẳng hạn, với t = 1 
thì n = 5, k = 4, khi đó x 5 =y 4 = 16. 

• Ví dụ 4 - 1 

Tìm X trong các cấp số cộng 1, 6, 11,... và 1,4, 7,... biết: 

a) 1+6+11 + 16 + ... + X — 970 J 

b) (x + 1) + (x + 4) + ... + (x + 28) = 155. 

Giải 

a) Ta có cấp số cộng với Mj = 1, d = 5, S n = 970 và u n = X. Áp dụng 

_ A _ c _ n[2Uị +(n- l)d] 

công thức S n - 4 —— -, ta có 

970 = — + ~ 1)5] hay 5 n 2 -3 n- 1940 = 0. 

Giải ra tìm được n = 20, suy ra X = «20 = 1 + 19.5 = 96. 
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b) Ta có cấp số cộng với Mị = X + l, d = 3, u n = X + 28 vằ S n 

Áp dụng công thức u n = Mị + (n - \)d, ta có 

X + 28 =x + 1 + (n - 1)3, suy ra n = 10. 

~o «(«1 + «„) . - — — 10(2 jc + 29) 

Từ công thức s n = - 1 ” , ta có 155 = — t , 

từ đó tìm được JC = 1 . 


= 155. 


• Ví dụ 5 __ 

Chứng minh rằng ba sô' dương ơ, b, c theo thứ tự lập thành một cấp số 

1 1 1 

cộng khi và chi khi các số r — r — J=y r —= theo thứ tự lập 

y/b + yịc VC+VM y/a+yỊb 

thành một cấp số cộng. 


_• 9 * 

Giai 


Ta sẽ chứng minh bằng phép biến đổi tương đương. 

Ba số -ị=^- — 1 => -J=—— 7 =-’ Ị- — T= lập thành cấp số cộng khi và chỉ khi 
yjb + yjc yjc + yja yja + yjb 


1 11 1 

4~c + yfã yfb + \íc yfã + yfb \íc + y[ã 

yfb - yfỡ 4c — sb 

(\[c + y[ã)(\fb + yfc ) (Vữ + \fb)(\[c + \[ã) 

o {yfĩ> - \fã)(\fb + yfã) = (\íc - yfb)(yfc + yfb) 

o b-a = c- boa, b,c lập thành cấp số cộng. 


• Ví dụ 6 ---- 

Chu vi của một đa giác là 158cm, sô' đo các cạnh của nó lập thành một 

cấp sô' cộng với công sai d = 3cm. Biết cạnh lớn nhất là 44cm, tính số 
cạnh của đa giác đó. 

--- ■ ■ -- - ■ . . ... 
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• 2 • 

Giải 

Gọi cạnh nhỏ nhất là Mị và số cạnh của đa giác là n. 

Ta có 44 = IẮỊ + (n - 1).3 hay Mj = 47 - 3 n. 

Tổng các cạnh (tức chu vi đa giác) là 158, ta có 

tt(44 + 47 - 3«) , 2 „ 

158 =- —ị - hay 3/r - 91/1 + 316 = 0. 

Giải phương trình với n € N* ta được /1 = 4. 

• Ví dụ 7 _ 

Có thể có một tam giác mà số đo các cạnh và chu vi của nó lập thành một 
cấp số cộng được không ? 

ỵ-y • 2' ) 

Giải 

Giả sử tồn tại một tam giác như vậy. 

Gọi số đo các cạnh của tam giác là Mị, M 2 , M 3 và chu vi của nó là M 4 , ta có 
Mj = X — d, u 2 = X, m 3 = X + d, m 4 = 3x. 

Theo tính chất của cấp số cộng thì M| + M 4 = M 2 + M 3 , 

nhưng M) + M 4 = 4x - d, u 2 + M 3 = 2x + d nên Ax - d = 2x + d, suy ra x = d. 

Từ đó M) = 0 (vô lí). 

Vậy không thể có tam giác thoả mãn yêu cầu bài toán. 


c. BÀI TẬP 


3,1. Trong các dãy số (m„) sau đây, dãy số nào là cấp số cộng ? 
a) u n = 3/1 - 1 ; b) M„ = 2 n + 1 ; 


c) u n = (n+ l) 2 - n 2 ; 


đ) 


Mj = 3 

+ l — 1 — U/Ị- 


3.2. Tính số hạng đầu Mị và công sai d của cấp số cộng (u n ), biết: 

Mị + 2 m 5 = 0 
s 4 = 14 ; 


a) 


b) 


m 4 = 10 


U-Ị = 19 ; 
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c) 


Mị + M 5 — M 3 — 10 

L «J + « 6 = 7 ; 


d) 


I4rj — 8 

u-2.14^ — 75. 


3.3. Cấp sô' cộng (u„) có s 6 = 18 và s 10 =110. 

a) Lập công thức số hạng tổng quát u„ ; 

b) Tính 5 20 . 


3.4. Tính số các số hạng của cấp số cộng (a n ), nếu 

í*2 + a 4 + ... + đ2„ = 126 

l «2 + = 42 - 


3.5. Tìm cấp,sô' cộng («„), biết 

Í«J + «2 + «3 = 27 
Mị + M 2 + Ih, — 275 Ị 


í Mi + M 9 + ... + M„ — ớ 

b) 

/ 9 9 9 I 9 

Wj + í <2 + ... + = ố . 


3.6. Chứng minh rằng nếu S n , s 2n , s ĩn tương ứng là tổng của n, 2 / 1 , 3/1 sô' hạng 
đầu tiên của một cấp số cộng thì 


$ 3 n - 3 ($2 n ~ S n )- 


3.7. Cho cấp số cộng (u„), chứng minh rằng nếu 

c 2 

Sm_ = T_ 

Sn n 2 

th. ít+ 44 . 

M n 2n — 1 

3.8. lìm X từ phương trình 

a) 2 + 7 + 12 + ... + X = 245, biết 2, 7, 12,..., X là cấp sô' cộng. 

b) (2x + 1) + (2x + 6) + (2x +11) + ... + (2x + 96) = 1010, 
biết 1, 6, 11,... là cấp số cộng. 


8. BTĐS&GT11 -A 
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§4. Cấp SỐ nhân 


A. KIẾN THỨC CẦN NHÓ 


1. Định nghĩa 


(u n ) là cấp SỐ nhân o M „ +1 = u n q, với n 6 N*. 
Hệ quả : Công bội q = 

2 . số hạng tổng quát 

u n = u \<ì n ~ l - 

3. Tính chất 


hay 



- u k-l u k + ì 






(* > 2 ). 


4. Tổng n số hạng đầu tiên 



u x (q n - 1 ) 

<7-1 


(<7*1). 


^Lưu ý : Khi giải các bài toán về cấp sô' nhân, ta thường gặp 5 đại lượng. Đó là u- ị, q, 
n, u n , s n . Cẩn phải biết ít nhất 3 trong 5 đại lượng trên thì có thể tính được 
các đại lượng còn lại. 


B. VI DỤ 

• Ví dụ 1 ____ 

Cho dãy sò («„) với u n = 2 2 ” +1 . 

a) Chứng minh dãy số (u n ) là cấp số nhân. Nêu nhận xét về tính tăng, 
giảm của dãy số; 

b) Lập công thức truy hồi của dãy số; 

c) Hỏi số 2048 là số hạng thứ mấy của dãy số này ? 
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8. BTĐS&GT11 -B 



_• 2 2 
Giải 

u 2 2 (' ĩ+1 ) +i 

a) Lập tỉ số =S±L = = 4, suy ra M „ + 1 = 4«„ ; 

u n 2 

hoặc biến đổi 

M„ + 1 = 2 2( " +1)+1 = 2 2 " +1+2 = 4.2 2 " +1 = 4 

u n 1 

Vì d = 1 = 4 > 1 nên dãy số («„) tăng và là cấp số nhân. 

u n 

b) Cho n = 1, ta có «1 = 8. .Công thức truy hồi là 

'Uị = 8 

M „ + 1 = 4 u n với n > 1. 

c) Ta có u n = 2048 = 2 11 = 2 2 ” +1 , suy ra 2w + 1 = 11, từ đó n = 5. 

Vậy 2048 là số hạng thứ năm. 

• Ví dụ 2 _ 

a) Viết năm số xen giữa các số 1 và 729 để được một cấp số nhân có bảy 
số hạng. Tính tổng các số hạng của cấp số này. 

b) Viết sáu SỐ xen giữa các số -2 và 256 để được một cấp số nhân có tám 
số hạng. 

Nếu viết tiếp thì số hạng thứ 15 là bao nhiêu ? 

Giai 


a) Ta có «1 = 1, «7 = 729. 

Vì U-Ị = Mị.ợ 6 nên q 6 = — = 729 = 3 6 , suy ra ợ = ±3. 

Năm số cần viết là 3, 9, 27, 81, 243 hoặc -3, 9, -27, 81, -243. 

Với q = 3 ta có s 7 = ^ ~ = 1093. Với q = -3 ta có s 7 = 547. 

3-1 

b) Ta có «1 = -2, Mg = 256. 

Mặt khác, ỉ = ì ~7 - = —128 = (-2) 7 , suy ra q = -2. 

Sáu số cần viết là 4, —8, 16, —32, 64, -128. 

Ta có «15 = -2 . (-2) 14 = -32768. 
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• Ví dụ 3 - 

Dãy số (u„) được cho như sau 

ÍíIị = 2004, «2 = 2005 


2 u„ + li Ị , . _ „ 

W „ + 1 = — 3 với n > 2 . 


a) Lập dãy (v„) với v„ = M „ +1 - u n . 

* 

Chứng minh dãy (v„) là cấp số nhân. 

b) Lập công thức tính u n theo n. 

Giải 


a) Từ giả thiết suy ra 


3w„^, = 2 u„ + u 


n T “n-1 


^n+1 u n 2 ^n-1 ) 


<=> v « '= 3 V «-1- 


Vậy (v„) là cấp số nhân, có q = “ và Vj = 1 


b) Để tính M„, ta viết 


u n = ( u n- «„-1 ) + ( «„-1 - w„_ 2 ) + ... + (w 2 -Wl) + M l 
= v „-l + v n-2 + ••• + V 1 + M 1 


= 2004+ 1. 




2004 + -7 1 
4 
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3 3 

= 2004 + 4 - 4 

4 4 



• Ví dụ 4 _ 

Cho cấp số nhân a, b, c, d. Chứng minh rằng 

a) (b - c) 2 + (c - a) 2 + {d- b) 2 = (a-d) 2 ; 

b) (ớ + b + c) (a - b + c) = ơ 2 + b 2 + c 2 . 

Giải 

2 2 

Ta có o = ac ; c = bd \ ad = bc. 

a) Biến đổi vế trái 

(6 - c) 2 + (c - ứ) 2 + (d - b) 2 = b 2 + 2 - 2bc + 2 — 2ac + a 2 + d 2 - 2bd + b 2 

= ơ 2 - 2ad + d 2 = (a - d) 2 . 

b ) (a + b + c) (a - b + c) = (a + c) 2 - b 2 = a 2 + 2ac + 2 - b 2 

2 2 A12 12_ 2 12 2 

= a + c +2 b - b = a + b + c . 


• Ví du 5 


Tìm cấp số nhân (u n ) biết 

Mj + t<2 + «3 + «4 =15 

Uị + í #2 t <3 "I" M 4 = 85. 



Giải 


Ta thấy <7*1. Khi đó. 


( 1)0 


“ i (<? 4 - Ị ) 15 

4-^ 85 

? 2 -l 


o 


«i 2 (g 4 -1) 2 

V -1) 2 

KịV -1) 

q 2 -\ 


= 225 


= 85. 


Chia từng vế của hai phương trình, ta được 

(<7 4 - 1) V - 1) = 225 (<7 + 1 )V + 1) _ 45 

(ợ - l) 2 (ợ 8 -1) 85 q U\ 17 

<0 14<7 4 - 17<7 3 - 17<7 2 - 17<7 + 14 = 0. 
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• 'ti 0 

Chia hai vế của phương trình cho ợ và đật X = q + —, ta có 

q 

I4x 2 T- 17x - 45 = 0 <=> X, = — ;x,=--. 

2 2 7 

Ta có hai phương trình 


q + — = -ý (vô nghiệm) 


và q + — = ^r. Giải phương trình này tìm được q = 

q 2 

Tương ứng có Uị = 1, Mj = 8. 

Vậy, ta có hai cấp số nhân 



1,2, 4, 8,... («J = 1,<7 = 2) 
và 8, 4, 2, 1,... («J = 8, q = ^-). 


• Vỉ dụ 6 - 

Một cấp số cộng và một cấp số nhân đều là các dãy tăng. Các số hạng thứ 
nhất đều bằng 3, các số hạng thứ hai bằng nhau. Tỉ số giữa các số hạng 

9 

thứ ba của cấp số nhân và cấp số cộng là Tìm hai cấp số ấy. 


/^1 • 0 * 
Giai 


Nếu có cấp số cộng 3, u 2 , «3 thì cấp số nhân là 
3 ịị 9m 3 . 

Theo tính chất của các cấp số, ta có 

_ 3 + «3 2 _ o 9«3 

«2 = ^ và uị = 3. 




hay 


2 ■" " z ■■ 5 

3 + «3 Ỷ 27ỉ<3 
5 


V 2 y 


Biến đổi đưa về phương trình 


5«3 - 78«3 + 45 = 0 («3 > 3). 
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Giải ra ta có w 3 = 15. Vậy các cấp số cần tìm là : 

Cấp số cộng 3, 9, 15. 

Cấp số nhân 3, 9, 27. 


• Ví dụ 7 ___ 

Cho bốn số nguyên dương, trong đó ba số đầu lạp thành một cấp số cộng, 
ba số sau lập thành một cấp số nhân. Biết rằng tổng của số hạng đầu và 
cuối là 37, tổng của hai số hạng giữa là 36, tìm bốn số đó. 


Giải 


Gọi bốn số phải tìm là Mị, ^2’ tâ có 

Cấp số cộng «2 - d, u 2 , u 2 + d 

và cấp số nhân u 2 , u 2 q, u 2 q 2 . 

Theo giả thiết ta có 

2«2 + d = « 2(1 + q) = 36 

< 

«2 - d + u^cf = 37. 


Từ (1) suy ra 


36 - d 36 _ , _ _ 72 

^ 2 1 + q 1 + q 


Từ (2) suy ra 


37 + d J _ ^ 37 + d 36 

«2 = - , do đó 

1 + <T 


1 + a 2 1 + Ợ 


Thay d. ở (3) vào hệ thức (4) và rút gọn, ta được phương trình 
36 q 2 - 73 q + 35 = 0. 

Giải ra được q = 4» q = \ ■ 

4 9 . . 

5 

Vậy, với Ợ = — thì 
* ' L ' 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 
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36 


Mo — 


1 + - 
4 


— = 16, «3=16.—= 20, «4 = 20 . . = 25 
5 4 4 


và Mị = 37 - «4 = 37 - 25 = 12. 

Bôn số cần tìm là 12, 16, 20, 25. 


7 

Giá trị q = 2- không thoả mãn, vì các sô Uy, « 2 , M 3 , «4 không nguyên. 

7 


c. BAI TẶP 

4.1. Trong các dãy số («„) sau đây, dãy số nào là cấp số nhân ? 


a) «„ = (-5) ; 

b) u n = (-ỉ) n . 

o 3 m+ 1 

3 ; 

«1=2 

c) r -„2. 

u n+ ị u n , 

d) < 

Uị = 1 

u n+ 1 = u n 

2 

+ — «„. 


4.2. Cấp số nhân ( u n ) có 

Mj + «5 = 51 

«2 + Mg = 102. 

a) lìm số hạng đầu và công bội của cấp số nhân ; 

b) Hỏi tổng của bao nhiêu số hạng đầu tiên sẽ bằng 3069 ? 

c) Số 12 288 là số hạng thứ mấy ? 

4.3. lìm số các số hạng của cấp số nhân («„), biết 

a) q — 2, M„ = 96, S n = 189; 

1 31 

b) Mị = 2, «„=|. s„ = Ỵ- 


4.4. lìm số hạng đầu và công bội của cấp số nhân («„), biết 



[M 4 


- Mj =15 
-« 2=6 ; 



M2 — «4 + «5 — 10 

«3 - «5 + Mg = 20. 
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4.5. Bốn số lập thành một cấp số cộng. Lần lượt trừ mỗi số ấy cho 2, 6, 7, 2 ta 
nhận được một cấp số nhân. Tìm các số đó. 

4.6. Viết bốn số xen giữa các số 5 và 160 để được một cấp số nhân. 


4.7. Cho dãy số ( u n ) : ị 


Uy - 0 


2w„ + 3 


n 


“ n+ỉ w„ + 4 


với n > 1. 


n 


a) Lập dãy số (x n ) với x n = u . n 1 . Chứng minh dãy số (x n ) là cấp số nhân. 

u n + J 


b) Tìm công thức tính x n , u n theo n. 

4.8. Ba số khác nhau có tổng bằng 114 có thể coi là ba số hạng liên tiếp của 
một cấp số nhân, hoặc coi là các số hạng thứ nhất, thứ tư và thứ hai mươi lăm 
của một cấp số cộng. Tìm các số đó. 


4.9. Cho cấp số nhân a, b, c, d. Chứng minh rằng 

f 1 1 p 


V 2,2 2 

a) a b c 


V * 3 v + c 3 y 


3 ,3 „3 

= a+b+c ; 


b) (ab + bc + cdỸ = (<3 2 + b 2 + c 2 )(b 2 + c 2 + d 2 ). 


4.10. Một cấp số cộng và một cấp số nhân có các sô' hạng đều dương. Biết 
rằng các số hạng thứ nhất và thứ hai của chúng trùng nhau. Chứng minh 
mọi số hạng của cấp số cộng không lớn hơn số hạng tương ứng của cấp 
số nhẩn. 


Bài tập ôn chương III 

Giải các bài tập 1,2,3 bằng phương pháp quy nạp, 

1. Chứng minh rằng 

a ) n - n chia hết cho 5 với mọi số tự nhiên n ; 

b) Tổng các lập phương của ba số tự nhiên liên tiếp chia hết cho 9. 
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2. Chứng minh các đẳng thức sau với n € N 

. _ 1 1 1 _ n(n + 3) 

a) n ~ Ĩ23 + 2.3.4 + + n(n + 1)(« + 2) " 4(« + 1)(« + 2) ; 

b) fl,= l + 3 + 6 + 10^... + ^^= ” ( " + 1 ; ( " + 2) . 

2 6 

3. Chứng minh các bất đẳng thức 

a) 3” _1 > n(n + 2) với n > 4 ; 

b) 2” -3 > 3/1 - 1 với n > 8. 


4. Cho dãy số ( u n ): 

Mj = 1, «2 = 2 

««+1 = 2 “n - «»-1 + 1 với n > 2. 

a) Viết năm số hạng đầu của dãy số; 

b) Lập dãy số (v„) với v„ = H„ +1 - u n . 

Chứng minh dãy số (v„) là cấp số cộng ; 

c) Tìm cồng thức tính u n theo n. 


5. Cho dãy số (u „): 


1 

_(n + 1 )u n 

M " +1 = —3« với " - L 

a) Viết năm số hạng đầu của dãy số. 

b) Lập dãy số (v„) với v„ = —. 

Chứng minh dãy số (v„) là cấp số nhân. 

c) Tìm công thức tính u n theo n. 

6. Ba số có tổng là 217 có thể coi là các số hạng liên tiếp của một cấp số 
nhân, hoặc là các số hạng thứ 2, thứ 9 và thứ 44 của một cấp số cộng. Hỏi 
phải lấy bao nhiêu số hạng đầu của cấp số cộng để tổng của chúng là 820 ? 
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7. Một cấp số cộng và một cấp sô nhân có sô hạng thứ nhất bằng 5, sô hạng 
thứ hai của cấp số cộng lớn hơn số hạng thứ hai của cấp sô nhân là 10, còn 
các số hạng thứ ba bằng nhau. Tìm các cấp số ấy. 

8. Chứng minh rằng nếu ba số lập thành một cấp số nhân, đồng thời lập thành 
cấp sô' cộng thì ba số ấy bằng nhau. 

9. Cho cấp số nhân ( u n ) có công bội là q và số các số hạng là chẵn. Gọi S c là 
tổng các số hạng có chỉ số chẵn và S/ là tổng các số hạng có chỉ số lẻ. 

5 

Chứng minh rằng q = 

10. Có thể có một tam giác vuông mà số đo các cạnh của nó lập thành một cấp 
số cộng không ? 

11. Tính tổng : 

,1.3.5. ,2«-l 

a) 2 + #- + Ặ + "- + ^ ; 

1 \ 12 ^2 A 2 I I / 1\/1 —I 2 

b) 1 - 2 +3 -4 + ... + (-1) . n . 

s 

12. Tìm m để phương trình X 4 - (3m + 5)x 2 + ịm + l) 2 = 0 có bốn nghiêm lập 
thành cấp số cộng. 

Bài tập trắc nghiệm (13 -19) 

13. Trong các dãy số (u n ) sau đây, hãy chọn dãy số giảm : 

(A) u„ = sin/ỉ ; (B) u n = n + * ; 

n n 

(C) u n = \Jn - ; (D) u n = (-1 )"(2" + 1). 

14. Trong các dãy số ( u n ) sau đây, hãy chọn dãy số bị chận : 

(A) u n = v« 2 + 1 ; (B) u n = n + ^ ; 

(C) = 2” + 1 ; (D )Un= VTl’. 

15. Cho cấp số nhân ( u n ), biết Mj = 3, «2 = -6. Hãy chọn kết quả đúng : 

(A) «5 = -24 ; (B) «5 = 48 ; (C) u 5 = -48 ; (D) u 5 = 24. 
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16. Trong các dãy số («„) sau đây, dãy số nào là cấp sô' cộng ? 


(A) 


«] = 1 


u n +1 = “n- 1 ; 


u, = -1 

(C> ' 

17. Cho cấp số cộng 

6, X, - 2, y. 

Kết quả nào sau đây ỉà đúng ? 
(A) X = 2, y = 5 ; 

(C) X = 2, y = -6 ; 

18. Cho cấp số nhân 

-2, X, 

Hãy chọn kết quả đúng : 

(A) X = 6, y = -54 ; 

(C) X = -6, y = -54 ; 


-18, y. 


Uị - 2 
(B) 

J*n+l u n n ’ 

Í W 1 = 3 

(D) 1 , 

l^rt+1 — 


(B) X = 4, y = 6 ; 
(D) X = 4, y = -6. 


(B)x = -10,y = -26; 
(D) X = - 6,y = 54. 


19. Cho dãy số ( u n ) với u n = 3". Hãy chọn hệ thức đúng : 


(A)ÍÌ±^ = U5 ; 

( C ) 1 + Mị + «2 + ... + _« J 00 = — ^2 - 


« 2«4 


= «3 ; 


(D) «!«2 ... «100 - «5050' 


LÒI GIẢI - HƯÔNG DẪN - ĐÁP SỐ CHƯƠNG III 


§ 1 . 


1.1. a) Đặt vế trái bằng s„. Kiểm tra với n = 1, hệ thức đúng. 

~ c k(3k + l) ^ 


Giả sử đã có Sí = 


với k > 1. Ta phải chứng minh 


c _(* + D(3* + 4) 

■^+1 2 * Thật vây, 
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s k+ỉ = s* + 3(* + 1) - 1 = * (3 * + 1} + 3 * + '2 = 


3 k 2 + k + 6k + 4 


_ 3Ả: 2 + l_k + 4 (Ả: + 1)(3Ả: + 4) 


(đpcm). 


b) Đặt vế trái bằng P n> làm tương tự như câu a). 

1.2. a) Đặt vế trái bằng S n . 

• Với n= 1, vế trái chỉ có một số hạng bằng 1, vế phải bằng 

ị 


1(4.1- 


• Giả sử đã có s k = k ^ k ^ với k > 1. Ta phải chứng minh 


S *+1 - 


(k + 1)[4(* + l) 2 - 1 


Thật vậy, ta có 

s k+l = s k + [2(k+l) - ỉ] 2 = s k + ( 2 k + l) 2 

k(4k 2 - 1) . . „2 (2 k + l)[k(2k - 1) + 3(2 k + 1)] 

— 2 'U — 2 

( 2 k + 1 )( 2* 2 + 5k + 3 ) (k + 1 )( 2 k + 3 )( 2 k + ỉ) _ ( k + + ý 

3 - 3 “ 3 

b) Đặt vế trái bằng A n . 

• Dễ thấy với n= 1, hộ thức đúng. 

• Giả sử đã có A k = v —« (k > 1). 

Ta có A k+ 1 = A k + (k + l) 3 = ^ —I- {k + l) 3 

(k + ỉ) 2 (k 2 + 4k + 4) (k + l) 2 (k + 2) 2 
4 ~ 4 

1.3. a) Đặt A n = 11” +1 + 12 2 ” -1 . Dễ thấy A J = 133, chia hết cho 133. 

Giả sử đã có A k = 11* +1 + 12 2 * -1 chia hết cho 133. 
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Ta có A k+1 = 1 1* +2 + 12 2 * +1 = 11.11* +1 + 12 2 * -1 . 12 2 

= 11 . 11* +1 + 12 2 * -1 (11 + 133)= n.A k + 133. 12 2 * -1 
VIA* : 133nênA£ +1 : 133. 
b) HD : Đặt B n - 2n - 3 n 2 + n, tính Bị. 

Giả sử đã có B k — 21? - 3 k 2 + k chia hết cho 6. 

Ta phải chứng minh B k+ ị = 2{k + l) 3 - 3 (k + 1 Ý + k chia hết cho 6. 

1.4. a) Vái n = 1 thì 2 1+2 = 8 > 7 = 2.1 + 5. * 

Giả sử bất đẳng thức đúng với n-k> 1, tức là 2 k+2 >2k + 5. (1) 

Ta phải chứng minh nó cũng đúng với n = k + 1, tức là 2* +3 > 2(k + 1) + 5 
hay 2 k+3 >2k+7. (2) 

Thật vậy, nhân hai vế của (1) với 2, ta được 

2* +3 > 4k + 10 = 2k + 7 + 2k + 3. 

Vì 2k + 3 > 0 nên 2* +3 >2k + 7 (đpcm). 

b) Với n = 1 thì sin « + cos 2 « = 1, bất đẳng thức đúng. 

Giả sử đã có sin 2 * a + cos 2k a < 1 với k> 1, ta phải chứng minh 
'sin 2 * +2 a + cos 2 * +2 a < 1. Thật vậy, ta có 

sin 2 * +2 a + cos 2k+2 a = sin 2 * a.sin 2 a + cos 2 * a.cos 2 a 
< sin a + cos a< 1. 

1.5. Đây thực chất là bài toán giải bất phương trình trên N*. 

Phương pháp : Có thể dùng phép thử, sau đó dự đoán kết quả và chứng minh. 

a) Dùng phép thử vởi n = 1, 2, 3, 4 ta dự đoán : Với n>3 thì bất đẳng thức 
đúng. Ta sẽ chứng minh điều đó bằng quy nạp. 

• Với n = 3, hiển nhiên đã có kết quả đúng, vì 2 3 = 8 > 2.3 + 1 = 7 . 

• Giả sử bất đẳng thức đúng với n = k, tức là 2* > 2 k+ 1, 
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( 2 ) 


ta sẽ chứng minh bất đẳng thức cũng đúng với n = k + 1, tức là 
2 k+ỉ >2k+3. 

Thật vậy, nhân hai vế của (1) với 2, ta được 

2 k+i >4k + 2 = 2k+3 + 2k-ỉ>2k+3. 

b) HD : Dùng phép thử. 

Với n từ 1 đến 6, bất đẳng thức đều không đúng. Tuy nhiên không thể vội 
vàng kết luận bất phương trình vô nghiệm. \ 

Nếu thử tiếp ta thấy rằng bất phương trình đúng khi n = 7. Ta có thể làm 
tiếp để đi tới dự đoán : Với n > 7 thì bất phương trình được nghiệm đúng. 
Sau đó chứng minh tương tự như câu a). 

c) Làm tương tự như câu a) và câu b). 

ĐS : n > 4. 


1.6. a) Tính s, = ỉ, s 2 =|,s 3 =l. s 4 = ± 


b) Viết lại s = ị = ——- 

5 4.1 + 1 


, S 2 ==- = —, s 3 
2 9 4.2 + 1 3 


«+!’ 5 “ 


4.4 + 1 


Ta có thể dự đoán S n = 


n 


4« + 1 

Học sinh tự chứng minh công thức trên. 


1.7. Với n = 1, bất đẳng thức đúng. 

Giả sử bất đẳng thức đúng với n = k> 1, tức là 

(1 + ứj)' (1 + a 2 )... (1 + ữ k ) - 1 + a \ + a 2 + ••• + a k’ (1) 

Nhân hai vế của (1) với 1 + a k+ ị ta được 

(1 + ớj) (1 + a 2 )... (1 + a k ) (1 + a k +\) > (1 + + ớ 2 + ... + a k ) (1 + ư*+i) = 

= 1 + ữj + a 2 + ... + a k + a k+ ỵ + ữiữ ^+1 + Ơ 2 ữ it +1 + + a k- a k+ì- 

Vì ũịữ k+ \ + a 2 a k+\ + ••• + a k • a k+\ > 0 nên 

(1 + ữj) (1 + a 2 )... (1 + a k ) (1 + a k+ j) > 1 + a x + a 2 + ... + a k + a k+l , 
nghĩa là bất đẳng thức cũng đúng với n = k + 1. ' 
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1.8. Với n = 1 thì lứjl = lứjl. 

Với n = 2 thì lứj + ứ 2 l ^ lớjl + lứ 2 l. Đây là bất đẳng thức khá quen thuộc và 
dấu bằng xảy ra khi dị, a 2 cùng dấu. 

Giả sử bất đẳng thức đúng với n = k > 2. Đặt dị + d 2 + ... + d k = A, ta có 

LAI < \dị\ + lư 2 l 4- ... 4- Itì^l, (1) 

mà L4 + a k+Ị I < IAI + \a k +ị\ < \d\\ + \a 2 \ 4- ... + \d k \ + \a k+ỉ \ 

nên Iớị + a 2 + ... + d k + a k+ \\ < la!I + la 2 l + ••• + + lữ£+il, 

tức là bất đẳng thức đúng với n = k + 1. 


§ 2 . 


,,,11 1 1 1 
2.1. a) — 


-V’ —-T’ -7T’ 77T’ T7Õ" D v đoán dã y ( u n ) g iảm - 
10 10 3 10 5 10 7 10 9 


Để chứng minh, ta xét tỉ số = — 


l-2(n+l) 


1-2 n 


10 ‘ 


< 1. Vậy dãy số giảm. 


n IU IV. 

b) -4, 2, 20, 74, 236. Xét dấu của hiệu u n+ ị - u n . 

3 3 3 3 . 

c) 3, —» -r» —-» ---• Làm tương tự câu b). 

4 9 16 25 

.. 3 9V2 27V3 8lVĨ 243V5 _ , _ . . ..,, _ _ _ , 

d) > ' > —- , J ~ — Phần tiếp theo có thế làm tương tự câu a). 

/ A A n i T' A A Ẫ, ơ t ' 


2 4 


^ Chú ý. Qua bốn bài tập trên, học sinh có thể rút ra nhận xét về tính hợp lí của việc 
xét hiệu U n+ 1 - u n hay xét tĩ số -Í2±l, khi khảo sát tính đơn điệu của dãy số. 


n 


2.2. a) Ta CÓ «! = 0 . 

Xét hiệu W „ + 1 - u n = (n + l) 2 - 4(n + 1) + 3 - n 2 + An - 3 = 2n - 3. 

« 1=0 

1 w„ +1 = u n + 2n - 3 với n ầ. 1. 


Vậy công thức truy hồi là 
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b) u n = n - 4« + 3 = (« - 2) 2 - 1 > -1. Vậy dãy số ( u n ) bị chặn dưới nhưng 
không bị chặn trên (Học sinh tự giải thích điều này). 

c) S n =1+2 + 3 + ... + « —4(1+2 + ... + «) + 3/1 

_ «(« + 1)(2« + 1) «(« + 1) 

_ n(n + 1)(2« + 1) - 12 n(n + 1) + 18« _ «(« + 1)(2« -11) + 18« 

" 6 “ 6 

2.3. b) HD : Tìm hiệu M„ +1 - u n . 

«1=1 

ĐS: ị 

u n+l = u n + (« + 1)2" với « > 1. 

c) HD : Xét dấu w„ +1 - u n . 

2A. a) Từ U n+ 1 - u n = n ta có 

Uị — \ 

_ ì 3 

- Uị = 1 

IÍ2 w 2 — 2 


«n-l - u n-2 = (« - 2 ) 3 


— M„_I = (« — l ) 3 

Cộng từng vế « đẳng thức trên và rút gọn, ta được 

U n =1 + 1 +2 +... + (« — 1 ) 

Sử dụng kết quả bài tập 1.2 b) - § 1 ta cổ 


l 3 + 2 3 + ... + (« - l) 3 = 


Vậy 


u n = 1 + 


« 2 (« - l ) 2 


b) w 10 0 — 502 501. 


9. BTĐS&GT11 - A 
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2.7. a) «1 = 1 

«2 = 3 

«3 = 6 
«4 = 10 

b) Số các tam giác w„ tạo 
thành từ B và n + 1 điểm 
chinh là số tổ hợp chập 2 
của n + 1 phần tử: 

r 2 

u n c /7+l* 

Áp dụng công thức 

/~yk. _ ✓'I k s-ik — \ 

ta có C 2 +2 = c 2 +1 + cị +l 

hay u n+ ị = u n + n + 1. 
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9. BT ĐS&GT11-B 



2.8. Vì 0 < u n < 1 vói mọi n nên 1 - u n+ \ > 0. Áp dụng bất đẳng thức Cô-si ta có 

M «+1 (!• (1) 

Mặt khác, từ giả thiết 

. 1 

u n +1 < 1 - - j— suy ra 

^ u n 

«n+ 1 • u n < u n - ^ hay ^ < u n (1 - M„ +1 ). (2) 

So sánh (1) và (2) ta có 

^n+1 (1 — M n+l) (1 — M n+ j) hay M n+ J < u n . 


§ 3 . 

3.1. a) M„ +1 - u n = 3 (n + 1) - 1 - 3n + 1 = 3. 

Vì W „ + 1 = u„ + 3 nên dãy số («„) là cấp số cộng với Uị = 2, d = 3. 

b) M n+ 1 - u n = 2” +1 + 1 - 2” - 1 = 2”. Vì 2” không là hằng số nên dãy số 
(u n ) không phải là cấp số cộng. 

c) Ta có u n = 2n + 1. 

Vì u n+ j - u n = 2(n+l) + 1 - 2n - 1 = 2, nên dãy đã cho là cấp số cộng với 
Mj = 3 ; d - 2. 

d) Để chứng tỏ ( u n ) không phải là cấp sô' cộng, ta chỉ cần chỉ ra, chẳng hạn 

«3 - «2 ^ M 2 - M 1 là đủ. 

3.2. a) M] = 8, d = -3. 

b) M| = 1, d = 3. 

c) Mị - 36, d = -13. 

d) M| = 3, d = 2 hoặc Mj = -17, d -2. 

3.3. a) ĐS : M„ = — 11 + 4n (Mị = -7, á = 4). 
b) S 20 = 620. 
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3.4. ĐS : n = 6 . 


3.5. a) Ta có hộ 


Uị + t <2 + ỉ /3 — 27 
u 2 + «2 w 3 = 275. 


Áp dụng công thức w ^ tìm được Mj + «3 

Thay «2 = 9 vào (1) và (2) ta được hệ 

M| + «3 = 18 

u 2 + u 2 = 194. 

Từ đây tìm được Uị = 5, «3 = 13. 

Vậy ta có cấp số cộng 5, 9, 13. 

b) Ta có b 2 = uỊ + («J + d) 2 + ... + [«J + (rt - 1 )dỸ 


— /ỈM 2 + 2wị<7[1 + 2 + ... + (/ỉ — 1)] + í/ 2 [(l 2 + 2 2 + .. 

_ 2 , .... . , «(« - l)(2rt - 1 )d 2 

= /íMj + n(n — l)Uịd H--^ 7 --. 


= 18, suy ra «2 = 9 (3) 


. + («- in 


Mặt khác, ứ = m/j + 


/ĩ(/ĩ - l)í/ 


Từ (2) tìm được Mj, thay Mj vào (1) để tìm d. 


Kết quả 


d — + 


12 (nb 2 - a 2 ) 

rt 2 (rt 2 -1) 


1 rt(rt -1) 

Mj = f a-• 


3.6. HD : Sử dụng các cổng thức u n = 


^n +1 ^n—l . . c 

= - — £L - L và s. 


(“l + u n ) n dể 


chứng minh 


+ ^3 n _ $2 n . 

n 3n n 


Từ (1) suy ra hệ thức cần chứng minh. 
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3.7. Ta có 


s„ = 


'm 


2«, + (m - \)d 
— -- m ; 


s. = 


2Uị + (n - 1)6? 


n 


n. 


Theo giả thiết 

S m _ [2 Mị + (m - 1)6?] m _ 
[2mj + (n - 1)6?] M 

Suy ra (2mj - d)(m - ri) = 0 (với m 5* n) t 

d 

Từ đó 


m' 


n 


Vậy 


“1 = 2 ' 

d 

u m Mị + (m - 1)6? ~2 + 


u n Uị + (n - 1)6? 


d 

f + <” 


- 1)6? 
-1)6? 


2m - 1 
2 « -1 


3.8. a) Ta có Mj = 2, 6? = 5, s„ = 245. 

245 _ ”[ 2 - 2 + (w - 1)5] 

Giải ra được lĩ — 10. 


«■ 5 n - n - 490 - 0. 


Từ đó tìm được X = M 10 = 2 + 9.5 = 47. 

b) Xét cấp số cộng 1, 6, 11, ..., 96. Ta có 
96= 1 + (/?“ 1)5 =>n = 20. 


Suy ra 


S 20 = 1 + 6+ 11 + ... + 96 — 


20(1 + 96) 


= 970 


và 

Từ đó X = 1. 


2^.20 + 970= 1010. 


§ 4 . 


4.1. a) Có thể lập tỉ số ^ ±í -. Cấp số nhân có Uị = -125, q = 25. 


u 


rĩ 



b) Cấp số nhân có Mj = -81, q = -27. 

c) Dãy số (m„) không phải là cấp số nhân. 

^ ^ . . 7 

d) Cấp sô nhân với Uị = 1, <7 = —. 


4.2. ĐS 


4.3. ĐS 


a) Uy - 3, ợ = 2. 

b) /í = 10. 

c) n = 13. 

a) n = 6. 

b) /í = 5. 


4.4. a) Ta có hệ 


Do (1) nên q±±\, suy ra 


Uyq - Uy — 15 
Uyq* - Uyq = 6 

15 


hay 


w,(<7 4 - 


q ậ -\ 


6 q{q 2 - 1 ) * 


«l(<7 
+ 1 


1) = 15 

q) = 6 . 


Biến đổi về phương trình 2q - 5q + 2 = 0. 


Giải ra được q = 2 và q = 2-- 

Nếu ợ = 2 thì Uy = 1 . 

Nếu q = thì Mị = -16. 
b) ĐS : Mj = 1, q = 2. 


4.5. HD : Gọi 4 số cần tìm là X, y, z, t, ta có : 
Cấp số cộng X, ỵ, z, t 

Cấp số nhân x-2,y-6,z- 

X + z = 2y 
y + t = 2z 


Ta có hệ 


(y - 6) 2 =(*- 2)(z - 7) 

M - 7) 2 =(y- 6)(/ - 2 ). 




ĐS : X = 5, y = 12, z = 19, / = 26. 
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4.6. ĐS : 10, 20, 40, 80. 


4.7. Từ giả thiết có 

u n+ì ( u n + 4) = 2u n + 3 hay u n+ì . u n + 4u n+1 = 2u n + 3. 
Lập tỉ số — u n+l ~ 1 u n 3 _ u n+l u n 3w n+ i — — 3 


72 


«„+1 +3 u n - 1 - « 22+1 + 3«„ - 3 


( 1 ) 

( 2 ) 


Từ (1) suy ra u n+ ị.u n = 2w„ + 3 - 4w„ +1 , thay vào (2) ta được 

l n+ì J_ ' 


x n +1 _ 2m w + 3 4u n+ Ị + 3tf n+ j u n 3 _ M /1 m /2+ị _ 2_ 

2M n + 3 4u n+ ị W n+ J + 3w n 3 5(w n — ^/ 2 + 1 ) 5 

1 , . 1 
x n+ỉ = ^ x n , ta có cấp sô nhân (x n ) với q =-z và = 


71 


Vậy 


Ta có 


1 

x n = - - 
3 


^y 1 -! 

v5, 


Từ đó tìm được u n = 1 


fì\ n ~ l 


v5y 


-1 


1 - X 


n 


1 + 3 


f I V*- 1 

^5, 


/'ịY 1 " 1 


+ 1 


1 


Ã 


+ 1 


3 


(3) 


4.8. HD : Làm tương tự Ví dụ 7. 

ĐS : Ba sô' phải tìm là 2, 14, 98. 


4.9. a) Biến đổi vế trái 


2,2 2 

a b c 


í 


1 


1 1 




+ — + 


va 3 b 2 


C 2 J 


,22 2 2 
b c a c 
—— + —— 


+ 


a 2 b 2 


a 


2 /, 2\2 2 ^.^ 

acc (b ) a ac 

a b c 

3.3 3 

a + ơ + c . 


b) HD : Áp dụng bất đẳng thức Cô-si cho các sô' a, b, c và b, c, d 

4.10. HD : Chứng tỏ hai dãy số đều là dãy tăng rồi chứng minh bằng phương 
pháp quy nạp. 
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Bài tập ôn chương III 

1. a) HD : Xem ví dụ 2, § 1. 

b) HD : Đặt A n = r? + {lĩ + l) 3 4 + {lĩ + 2) 3 , dễ thấy Aị : 9. 
Giả sử đã có A k : 9 với k> 1. Ta phải chứng minh j 4* +1 : 9. 
Tính A k+l =A k + 9k 2 + 21 k + 27. 


2. a) HD : Kiểm tra với n = 1, sau đó biểu diễn 

1 

k+1 k + (k + 1)(Ấ: + 2 )(k + 3) ' 


b) HD : Kiểm tra với n = 1. 


Giả sử đã có B k = 


k(k +1 )(k + 2) 
2 


Ta cần chứng minh 



(k + 1 )(£ + 2)(Ấ: + 3) 
2 


_D D , + 1)(£ + 2) 

băng cách tính B k+Ì = B k H-- 


3. a) Với /ĩ = 4 thì 3 4 1 = 27 > 4(4 + 2) = 24. 

a 

Giả sử đã có 

3* -1 > /:(/: + 2) với Ấ: > 4. (1) 

Nhân hai vế của (1) với 3, ta có 

3.3*- 1 = 3 ( * +1M >3 k(k + 2) 

= (Ấ: + 1) [(* + 1) + 2] + 2* 2 + 2k - 3. 

Do 2Ấ: 2 + 2k - 3 > 0 nên 3 ( * +1)_1 > (Ấ: + 1) [(* + 1) + 2], 
chứng tỏ bất đẳng thức đúng với n = k + 1. 
b) Giải tương tự câu a). 


4. a) Năm số hạng đầu là 1,2, 4, 7, 11. 
b) Từ công thức xác định dãy số ta có 

M n+ J — 2 u n — u n _J + 1 hay u n+ J - u n — u n — u n _J + 1. (1) 


136 



( 2 ) 


Vì v„ = u n+l - u n nên từ (1), ta có 


v„ = v„_! + 1 với n > 2. 


Vậy (v„) là cấp số cộng với Vj = u 2 - u x = 1, công sai d = 1 
c) Để tính u n , ta viết 

Vj = 1 

v *2 — — u 2 

V3 = «4 - «3 


v n-2 = u n -1 - u n-2 


v n~ 1 = - «„-1 


Cộng từng vế n - 1 hệ thức trên và rút gọn, ta được 

Vj + ị>2 + ... + v n _j — 1 — U.2 + u n = 1 - 2 + u n = u n - 1, 


suy ra u n = 1 + Vj + v 2 + ... + V„_J = 1 + 


n(n -1) 


5. a) Năm số hạng đầu là 4» ị, Ậ, ậ-, - 4 - ■ 

3 9 9 81 243 

b) Lập tỉ số ^±I = ^±L.A = VtL. « . 

v„ n + 1 u n u n n + 1 

Theo công thức định nghĩa ta có = w _ + ■ 

u n 3 n 

Từ (1) và (2) suy ra = ị hay v„ +1 = ịv„. 

v n J D 

Vậy, dãy số (v„) là cấp số nhân, có Vị = 2 ’ ^ = 3 


c) Để tính u n , ta viết tích của n - 1 tỉ số bằng ^ 


v n v n -1 v 3 v 2 _ [ 1 

'«-l V K-2 v 2 V 1 l 3 


( 1 ) 

( 2 ) 
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hay 


n 




v 3 y 


, suy ra v n = 


rn 

V 3 V 


n -1 


3” 


Vậy 


u n = 


n 


3” 


6. HD : Gọi số hạng thứ hai của cấp số cộng là « 2 , ta có 

«9 = «2 + Id , «44 = «2 + 42<i. 

Sử dụng tính chất của cấp số nhân «2 . «44 = «9 và tổng các sô' là 217, ta có 
một hệ phương trình để tìm «2 và d. 

ĐS : n = 20. 


7. ĐS : Cấp số cộng 5, 25, 45. 

Cấp số nhân 5, 15, 45. 

8. HD : Gọi 3 số đó là a - d, a, a + d rồi áp dụng tính chất của cấp số cộng và 

cấp số nhân. 

9. Gọi sô' hạng thứ nhất của cấp số nhân là u ị và công bội là q. 

Ta có Sị = Mj + « 1 ^ + M]Ợ + ... (1) 

S c = U\q + W]Ợ + W]Ợ 5 + ... (2) 

Nhân hai vế của (1) với q ta có 

3 5 

qSi = U\q + utf + Uịq + ... = S C 

_ s c 

Vậy 9 = c • 

Ò I 

10. Gọi sô' đo ba cạnh của tam giác vuông là X - d, X, X + d. 

Theo giả thiết ta có (x + d) 2 = {x- d) 2 + X 2 . (1) 

Từ (1) tìm được X = 0, X = 4d. 

Như vậy có thể có tam giác vuông thoả mãn đầu bài, các cạnh của nó là 3 d, 
4d, 5 d. Đặc biệt, nếu d = 1 thì tam giác vuông có các cạnh là 3, 4, 5 (tam 
giác Ai Cập). 
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11. a) HD : Đặt tổng là S n và tính 2 S n . 

ĐS : s„ = 3 - 2 ” * 3 ■ 

2” 

b) HD : n 2 - (n + 1) 2 = -2/1 - 1. Ta có l 2 - 2 2 = -3 ; 3 2 - 4 2 = -7 ; ... 

Ta có Mị = -3, d, = -4 và tính trong từng trường hợp /ỉ chẵn, lẻ. 

12. Đặt X = y, ta có phương trình 

y 2 - (3/n + 5);y + (m + l) 2 = 0. (1) 

Để phương trình có 4 nghiệm thì phương trình (1) phải có 2 nghiệm dương 
yi, y 2 Oi < y-ù - Bốn nghiệm đó là -jỹl, - yỊỹ[, yỊỹị, 7^2- 

Điều kiện để 4 nghiệm trên lập thành cấp số cộng là yỊỸĨ - yịỹ\ = 2 yịỹ 

25 

hay y 2 = 9yj, kết hợp với định lí Vi-ét tìm được m = 5 và m = — 7 ^ • 

19 

Đáp án Bài tập trắc nghiệm * 

13. (C); 14. (D); 15. (B); 16. (C); 

17. (C); 18. (C); 19. (D). 
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hương IV. GIỚI HẠN 



§1. Giói hạn của dãy số 

A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


1. Giới hạn hữu hạn 

• lim u n = 0 khi và chỉ khi Im„I có thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý, kể 

ìĩ —>+-00 

từ một số hạng nào đó trở đi. 

• lim v„ = a o lim (v„ - à) = 0. 

/7—»+ 00 /7—»+00 


2. Giới hạn vô cực# 

• ■ 

• lim u n = +oo khi và chỉ khi u n có thể lớn hơn một số dương lớn tuỳ ý, 

/7—»+00 

kể từ một số hạng nào đó trở đi. 

• lim u n = -00 o lim = + 00 . 

ìĩ —>+oo /7—»+00 

^ Lưu ý : Thay cho lim u n = a, lim u„ = ±00, ta viết tắt limw„ = a , limw = ±00. 

/ĩ—»+00 /ỉ—»+00 


3. Các giới hạn đặc biệt 

a) lim— = 0 ; lim-^r- = 0 ; 
n n k 


lim/r = + 00 , với k nguyên dương, 
lim q n = +00 nếu q > 1. 
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b) lim ợ” = 0 nếu \q\ < 1 ; 

c) limc = c (c là hằng số). 



4. Định lí về giới, hạn hữu hạn 

a) Nếu lim u n = a và lim v n = b , thì: 

• lim ịu n + v n ) = a + b ; • lim (u n - v„) = a- b\ 

• lim«„v„ = ab ; • lim— = ^ (nếu b ^ 0). 

v n b 

b) Nếu u n > 0 với mọi n và lim u n = a, thì a > 0 và lim yịuã = va . 

5. Định lí liên hệ giữa giới hạn hữu hạn và giới hạn vô cực 

a) Nếu limw„ = a và limv_ = ±00 thì lim— = 0. 

V 

n 

b) Nếu limM,, = a > 0, limv„ = Ovà v„ > 0 với mọi n thì lim— = + 00 . 

'n 

c) Nếu lim u n = +00 và lim v„ = a > 0 thì lim u n v n = + 00 . 

6. Cấp số nhân lùi vô hạn 

• Cấp sô' nhân lùi vô hạn là cấp số nhân vô hận có công bội q thoả mãn \q\ < 1. 

• Công thức tính tổng s của cấp số nhân lùi vô hạn («„) 

_ U\ 

s = Uị +W2 + ^3 + ... + u n + ... — -ị —-— • 

B. ví DỤ 

• Ví dụ 1 - 

Cho dãy số ( u n ) với lim u n = ĩ. Chứng minh rằng, kể từ số hạng nào đó 
trở đi, tất cả các số hạng của (u n ) đều nằm trong khoảng : 

a) (0,9; 1,1); b) (0,99 ; 1,01). 

Giải 

limM n = 1 <=> lim(w„ -1) = 0. Do đó, I u n - 1| có thể nhỏ hơn một số 
dương bé tuỳ ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 
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a) Lấy số dương này là 0,1 (bằng ——- ’ ), ta có : 

Á* 

I u n - II < 0,1 o -0,1 < u n - 1 < 0,1 o 0,9 < u n < 1,1 kể từ một số hạng 
nào đó trở đi. 

Nói cách khác, tất cả các số hạng của dãy ( u n ), kể từ một số hạng nào đó 
trở đi, đều nằm trong khoảng (0,9 ; 1,1). 

1.01-0.99. 

b) Lấy số dương này là 0,01 (bằng ’ —), ta có : 

\u n - II < 0,01 o -0,01 < u n - 1 < 0,01 o 0,99 < u n < 1,01 kể từ một số 
hạng nào đó trở đi. 

Nói cách khác, tất cả các số hạng của dãy (u n ), kể từ một số hạng nào đó 
trở đi, đều nằm trong khoảng (0,99 ; 1,01). 



thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý kể từ một số hạng nào đó trở đi. (1) 
Mặt khác, theo giả thiết ta có u n < v n < v n . (2) 

Từ (1) và (2) suy ra u n có thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ỷ kể từ một số 
hạng nào đó trở đi, nghĩa là limM„ = 0. 


• Ví dụ 3 -- 

Cho biết dãy số ( u n ) thoả mãn u n > n với mọi n. Chứng minh rằng 
lim u n = + 00 . 

/t • 21 

Giai 

Vì limn 2 = +00 (giới hạn đặc biệt), nên n có thể lớn hơn một số dương 
lớn tuỳ ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 
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Mặt khác, theo giả thiết u n > n 2 với mọi n, nên u n cũng có thể lớn hơn một 
sô' dương lớn tuỳ ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. Vậy \imu n = + 00 . 

^ Nhận xét : Trong các ví dụ trên, ta đã vận dụng trực tiếp các định nghĩa về giới 

hạn của dãy số. 


• Ví dụ 4 


Tính lim 


4 n l — n — \ 
3 + 2 n 2 


* 2 ' 
Giải 


Ta cố 


1 1 


lim 


4 n l — n — \ 
3 + 2 n 2 


= lim 


4 - — - 
n 


n 


3 , „ 

4 + 2 

n 



• Ví dụ 5 


. . ,. v3 n' 


Tính lim 


+ 1 + n 


1-2 n 2 


Giải 


lim 


• Ví dụ 6 


. 'Jĩn 


+ 1 + n 


n 


1 - 2 n 2 


= lim 




3 + 


+ n 


n 


í 


Tính lim 


« 2 - 




V 


/2 + 1 


) 


1-2 n 2 


= lim 


Ị_ 

n y 


,11 

3 H —— + — 

n 2 n 


1 


= 0 . 


-2 


n 


Giải 


/ 


lim 


n 2 - 


\ 


V 


/2 + 1 


= lim 


ỉ 


r? + rí 2 - 2 
/2 + 1 


1 + 1-4 


= lim 


n 


rf _ 


1 . 1 
-- + —: 


= + 00 . 


n 


rí 
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ỵ~i * 9j 

Giai 




^ Lưu ý : Khi giải bài toán ô Ví dụ 7, ta đã biến đổi về dạng có thể áp dụng hai tính 
chất sau: 

• lim u n = + 00 <=> lim(- u n ) = — co. (1) 

• Nếu lim«„ = +00 và limv^ = a > 0 thì lim u n v n = + 00 . (2) 

Tuy nhiên, những biến đổi trên không còn thích hợp với Ví dụ 8. Quả thực, 
nếu làm tương tự như vậy ta sẽ có : 
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^ Nhận xét : Để tìm giới hạn của một dãy sô' ta thường đưa về các giới hạn dạng đặc 
biệt và áp dụng các định lí về giới hạn hữu hạn hoặc các định lí về giới hạn 
vô cực. 

Để có thể áp dụng được các định lí nói trên, thông thường ta phải thực hiện 
một vài biến đổi biểu thức xác định dãy số đã cho. Sau đây là vài gợi ý biến 
đổi, có thể vận dụng tuỳ theo từng trường hợp : 

- Nếu biểu thức có dạng phân thức mà mẫu và tử đều chứa các luỹ thừa 
của n, thì chia tử và mẫu cho n, với k là số mũ cao nhất. 

- Nếu biểu thức đã cho có chứa n dưới dấu căn, thì có thể nhân tử số và 
mẫu số với cùng một biểu thức liên hợp. 



=> <2 = yj 2 + a =><2-<2-2 = 0=><2 = -l hoặc <2 = 2 . 


Vì u n > 0 nên limw„ = a > 0. Vậy lim = 2. 

Lưu ý : Trong lời giải trên, ta đã áp dụng tính chất sau đây. 

"Nếu limw„ =a thì limw n+1 =a". 

Bạn đọc có thể chứng minh tính chất này bằng định nghĩa. 

• Ví dụ 10 _ 

Cho dãy số (u n ) xác định bởi cổng thức truy hồi 

í _ 1 
“1 = 2 

" 1 vAiw>1 
u n+\ = TTTT vớin ằ L 

Dãy số (w„) có giới hạn hay không khi n —» +ỌO ? 

Nếu có, hãy tìm giới hạn đó. 


10. BTĐS&GT11 -A 
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Giai 


Ta có Mị = Ỷ ; u 2 = -J ; M 3 = ; M 4 = y. Từ đó dự đoán M„ = - " J . (1) 

Chứng minh dự đoán trên bằng quy nạp : 

- Với n = 1, ta có Mj = 1 = ị- (đúng). 

1 I 1 Ầ* 

k 

- Giả sử đẳng thức (1) đúng với n = k {k > 1), nghĩa là u k - . 

Khi đó ta có u k+ ị = 1 =- ^—r— = Ỵ--\> nghĩa là đẳng thức (1) 

2, — u k . K K ~v 2 

~ k + l 

cũng đúng với n = k+ 1. 

- Vậy M„ = n - Vn e N*. 

" M + 1 

. n 1 

Từ đó ta có limM„ = lim——— = lim-— = 1. 

n +1 ,1 

1 + — 

n 

'P' Nhận xét: Để tìm giới hạn của dãy số chò bằng công thức truy hổi ta có thể tìm 

công thức tổng quát, cho phép tính u n theo n, bằng cách dự đoán công 
thức này, và chứng minh dự đoán bằng quy nạp. Sau đó, tìm giới hạn 
của (u„) qua công thức tổng quát. 


• Ví dụ 11 _ 

Tính tổng 5=2- V 2 + 1 — 7 = + -... 

V2 2 


Giai 


Dãy số vô hạn 2,- V 2 ,1, — 7 =» ... là một cấp số nhân với công bội 

V 2 2 
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10 . BT ĐS4GT 11 • B 



Vì \q\ = 


Do đó, s = 






< 1 nên dãy số này là một cấp số nhân lùi vô hạn. 


2 — \Ỉ2 + 1- ■= + — — — 

V2 2 


1 + 


_ _ 2 V 2 
1 _ V2 + 1' 




• Ví dụ 12 _ 

Tìm dạng khai triển của cấp số nhân lùi vô hạn (v„), biết tổng của nó 
bằng 32 và v 2 = 8. 


• ?* 
Giai 


Từ giả thiết suy ra 


V 


1 _ 


8 


, = 32. Mặt khác, v 7 - v.ứ = 8 => V, = —. 

l-q ■ ^ 1 1 q 


Thế vào đẳng thức trên ta có : 


Từ đó v„ = v 2 q n 2 = 8. 1 


8 


<7(1 - q) 
1 


2 1 

= 32 <=> 4 q -4q+\=0oq=^- 


2 n ~ 2 2 n ~ 5 ' 

..., , ỵ s n n , ì 1 

Vậy dạng khai triến của (v„) là : 16, 8, 4, 2, 1, ~,..., , 

2 2 n 5 


• Ví dụ 13 --- 

Viết số thập phân vô hạn tuần hoàn sau đây dưới dạng phân số hữu tỉ: 

a = 2,131313... (chu kì 13). 


Giải 


a = 2,131313... = 2 + 


13 13 13 

100 + 100 2 + - + 100 " 


+... = 2 + 


13 

100 


1 - 


100 


= 2 + 


13 _ 211 
99 “ 99 ' 


(Vì 


13 13 


13 


100’ioo 2 ’-’l00" 


,... là một cấp số nhân lùi vô hạn, công bội q = Yqq) 


147 




^ Nhận xét : - Cách tính tổng của một cấp sổ nhân lùi vô hạn : Nhận dạng xem dãy 
số đã cho có phải là một cấp sô' nhân lùi vô hạn không (nếu điều này chưa 
được nêu lên trong giả thiết của bài toán). Sau đó, áp dụng công thức tính 
tổng đã biết trong SGK. 

- Cách tìm cấp số nhân lùi vô hạn khi biết một số điều kiện : Dùng công 
thức tính tổng để tìm công bội và số hạng đầu. 

- Cách viết một SỐ thập phàn vô hạn tuần hoàn dưới dạng phân số hữu tỉ: 
Khai triển số đã cho dưới dạng tổng của một cấp số nhân lùi vô hạn và tính 
tổng này. 


c. BÀI TẬP 


1 . 1 . Biết rằng dãy số (m„) có giới hạn là 0. Giải thích vì sao dãy số (v„) với 
v„ = \u n \ cũng có giới hạn là 0. Chiều ngược lại có đúng không ? 

1.2. Vì sao dãy số («„) với u n = (-1)” không thể có giới hạn là 0 khi n -> +00 ? 

1.3. Cho biết dãy sô' (m„) có giới hạn hữu hạn, còn dãy sô' (v„) không có giới 
hạn hữu hạn. Dãy sô ( u n + v„) có thể có giới hạn hữu hạn không ? 

1.4. a) Cho hai dãy số ( u n ) và (v„). Biết limw„ = -00 và v„ < u n vói mọi n. Có 
kết luận gì về giới hạn của dãy (v„) khi n -> +00 ? 

b) Tìm lirnv,, với v„ = -rt!. 


1.5. Tính giới hạn của các dãy số có sô' hạng tổng quát sau đây, khi n -> + 00 . 


a) a n = 


2 n - 3 rr + 1 

3 " 2 

n + n 


. 2/ỉVtt 

c) c n = 2 ' ' —:; 

n + 2n - 1 


e) u „ = 2” + — ; 

n 


g) u n = 


3" - 4" +1 


2.4" + 2" 


b)6„ = 


d )d n = 


3 n - 5n + 1 
n 2 + 4 ; 

(2 - 3 n) 3 (n + l) 2 


1 - 4 n 5 


í 


f) v n = 




\ n 


V 71 J 


+ 


3^ 

4" 


h) v « = 


yjn 2 + n - 1 - yj4n 2 - 2 


/2 + 3 
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1.6. Tính các giới hạn sau : 

a) lim(n 2 + 2n - 5) ; b) lim(-H 3 - 3 n 2 - 2); 

c) lim^4” + (-2)”" ; d) lim«ỊV« 2 - 1 - v« 2 + 2j. 

1.7. Cho hai dãy sô' ( u n ) và (v„). Chứng minh rằng nếu lim v n = 0 và u n < v n 
với mọi n thì lim u„ = 0. 

• ĩỉ 


1.8. Biết |w„ - 2| < Có kết luận gì về giới hạn của dãy số (u n ) ? 


1.9. Dùng kết quả câu 1.7 để tính giới hạn của các dãy số có số hạng tổng quát 
như sau : 


a K =tĩ; 


(- 1 )” 

b)M " = S ; 


c)m « = : , I 2 ; 

1 + 2 n L 


d) u n = (0,99)” cosn ; e) u n = 5 n - cos yfn n. 


1.10. Cho dãy số ( u n ) xác định bởi công thức truy hồi 

Wj — 2 

_ u„ + 1 ^ 1 

u n+\ = 2 n - • 

Chứng minh rằng ( u n ) có giới hạn hữu hạn khi n —> + 00 . Tìm giới hạn đó. 

11 1 

1.11. Tính tổng của cấp số nhân lùi vô hạn 2 ’ 4 8 ’ 

1.12. Tính tổng s = 1 + 0,9 + (0,9) 2 + (0,9) 3 + ... + (0,9)” _1 + ... 

1.13. Um số hạng tổng quát của cấp số nhân lùi vô hạn có tổng bằng 3 và công 

2 

bội q = Ỷ. 

1.14. Cho dãy số ( b n ) có số hạng tổng quát là b n = sinor + sin a + ... + sin”a 

với a * + kn. Tìm giới hạn của ( b n ). 

ẨLế 
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1 . 15 . Cho số thập phân vô hạn tuần hoàn a = 34,121212... (chu kì là 12). Hãy 
viết a dưới dạng một phân số. 

1 . 16 . Giả sử ABC là tam giác vuông cân tại A với độ dài cạnh góc vuông bằng 1. 
Ta tạo ra các hình vuông theo các bước sau đây : 

- Bước 1 : Dựng hình vuông màu xám có một đỉnh là A, ba đỉnh còn lại là 
các trung điểm của ba cạnh AB , BC và AC (H.l). Kí hiệu hình vuông này 
là (1). 



- Bước 2 : Với 2 tam giác vuông cân màu trắng còn lại như trong hình 1, 
ta lại tạo được 2 hình vuông màu xám khác theo cảch trên, kí hiệu là (2) 
(H.2). 

- Bước 3 : Với 4 tam giác vuông cân màu trắng như trong hình 2, ta lại tạo 
được 4 hình vuông mới màu xám theo cách trên (H.3). 

t I f 

- Bước thứ n : Ở bước này ta có 2 n hình vuông mới màu xám được tạo 
thành theo cách trên, kí hiệu là ( n ). 

a) Gọi u n là tổng diện tích của tất cả các hình vuông mới được tạo thành ở 

bước thứ n. Chứng minh rằng u n = . 

b) Gọi S n là tổng diện tích của tất cả các hình vuông màu xám có được sau 

n bước. Quan sát hình vẽ để dự đoán giới hạn của S n khi n —» + 00 . Chứng 
minh dự đoán đó. 
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§2. Giói hạn của hàm số 

A. KIẾN THỨC CẦN NHÓ 

1. Giới hạn hữu hạn 

■ ■ 

• Cho khoảng K chứa điểm Xq và hàm số y = f(x) xác định trên K hoặc trên 
K\[x 0 }. 

lim f(x) = L khi và chỉ khi với dãy số ( x n ) bất kì, x n e K\{JC 0 } và 

x n -> Xq, ta có lim/(jc„) = L. 

• Cho hàm số y =f(x) xác định trên khoảng (jc 0 ; 6). 

lim f(x) = Lkhi và chỉ khi với dãy số ( x n ) bất kì, Xq < x n < b và x n —> Xq, 

ta có lim/(.*„) = L . 

• Cho hàm số y =f(x) xác định trên khoảng (a ; Xq). 

lim f(x) = L khi và chỉ khi với dãy số (x„) bất kì, a < x n < x 0 và x n —> x 0 , 
*-»*0 

ta có lim/(jc„) = L. 

• Cho hàm số y =f(x) xác định trên khoảng (a ; +oo). 

lim f(x) = L khi và chỉ khi với dãy số ( x n ) bất kì, x n > a và x n -4 +00 thì 

Jt -»+00 

lim/(jc„) = L. 

• Cho hàm số y =f(x) xác định trên khoảng (-00 ; a). 

lim f(x) = L khi và chỉ khi với dãy số (x n ) bất kì, x n < a và x n -> -00 thì 

X —»—00 

Iim/(JC„) = L. 

2. Giới hạn vô cực 

Sau đây là hai trong số nhiều loại giới hạn vô cực khác nhau : 

• Cho hàm số y = jịx) xác định trên khoảng (a ; +oo). 

lim f(x) = - 00 khi và chỉ khi với dãy số ( x n ) bất kì, x n > a và x n -» + 00 , 

JC ->+00 

ta có lim f(x n ) = - 00 . 
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• Cho khoảng K chứa điểm JC 0 và hàm số y = f(x) xác định trên K hoặc trên 
K\{x ữ }. 

lim f(x) = +cokhi và chỉ khi với dãy số ( x n ) bất kì, x n e K \{xq} và 
x ~* x 0 

x n —> Xq, ta có lim/(.*„) = + co. 

^ Nhận xét : f(x) có giới hạn +00 khi và chỉ khi -f{x) có giới hạn -00. 


3. Các giới hạn đặc biệt I 

a) lim X = Xq. 

b) lim c = c ; c) lim c = c ; d) lim — = 0 (c là hằng số). 

X— -Y—»±00 x^>±co X 

e) lim x k = +00 , với k nguyên dương. 

Jf—»+00 

f) lim x k = - 00 , nếu k là số lẻ ; g) lim x k = + co, nếu k là số chẵn. 


4. Định lí về giới hạn hữu hạn 

Định lí 1 

a) Nếu lim f(x ) = L và lim g(x) = M, thì 

Jf—»Jtộ Jf—»Jt() 

• lim [/(*) + g(x)] = L + M ; 

• lim [f(x) - g(x)] = L - M ; 

• lim [/(*).#(*)] = L.M ; 

• ■*■-»■*<) 

• lim ỉịậ = ị- (nếu M* 0); 
x^x 0 g(x) M 

b) Nếu/(jr) > 0 và lim f(x) = L, thì L > 0 và lim yjf(x) = yỈL. 

X —» JTq 


A 1 Chú ý : Định lí 1 vẫn đúng khi x -+ +00 hoặc x -+ -00. 
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Định lí 2 

lim f(x ) = L khi và chỉ khi lim f(x) = lim f(x) = L. 

X >x 0 X — }Xq X 

5. Quy tắc về giới hạn vô cực 

a) Quy tắc tìm giới hạn của tích f(x).g(x) 


lim f(x) 

X^>Xq 

lim g(x) 
x->*0 

lim f(x)g(x) 

X^Xq 

L> 0 

+00 

+00 

—00 

—00 

L< 0 

+00 

—00 

—00 

+00 


, f(x) 

b) Quy tắc tìm giới hạn của thương - 


lim f(x) 

X->*0 

lim g(x) 

Dấu của g(jt) 


L 

±00 

Tuỳ ý 

0 

L> 0 

0 

+ 

+00 

— 

—00 

L< 0 

0 

+ 

—00 

— 

+00 


(Dấu của g(jt) xét trên một khoảng K nào đó đang tính giới hạn, với X * jcq) 


B. VÍ DỤ 


• Ví dụ 1 - 

2x 2 + X — 3 

Cho hàm số f(x) = , . 

X -1 

Dùng định nghĩa chứng minh rằng lim f(x) = 5. 

X->1 
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/^1 • ?• 
Giải 


Hàm sô' đã cho xác định trên R\ {1}. 


Giả sử (x n ) là dãy sô bất kì, x n * 1 và x n -» 1. 


lim f(x „) = lim 

n-X+K n n-X+o 0 


2 xt + x„ — 3 .. ^( x n IX-*/! + 2^ 


.2 

n ' "n 

x„ -1 


= lim 

n —>+00 


^ -1 


= lim 2(x n +^) = 5. Do đó, lim f(x) = 5 . 

n —>+00 2 x—»1 


• Ví dụ 2 


Cho hàm số 


/(*) = 


X , nếu * > 0 
1 - X, nếu X < 0 . 


Dùng định nghĩa chứng minh rằng hàm số f(x) không có giới hạn khi X—> 0 . 


/ì • 9 * 

Giải 


Hàm số đã cho xác định trên R. 

Lấy dãy số (x n ) với x„ = —. 

Ta có x n —> 0 và lim f(x n ) = lim x n = lim — = 0 . (1) 

n— »+00- n —>+00 n —>-1-00 Tỉ 

Lấy dãy số (y„) với y n = 

Ta có y„ —> 0 và lim f(y n ) = lim(l-y n ) = lim(í+-ỉ-) = l. (2) 

n—>+oo n —>-Hcc n —>-1-00 n 

Từ ( 1 ) và ( 2 ) suy ra hàm số/( x) không có giới hạn khi X -> 0 . 

^ Nhận xét 

Để dùng định nghĩa chứng minh hàm số y = f(x) không có giới hạn khi X -)• x 0> ta 
thường làm như sau : 

• Chọn hai dãy số khác nhau ( a n ) và ( b n ) thoả mãn : a n và b n thuộc tập xác định 
của hàm số y =J\x) và khác x 0 ; a n -> X Q ; b n -> x 0 ; 
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• Chứng minh rằng lim f(a n ) * lim f(b n ) hoặc chứng minh một trong các giới 

rt—M-00 n->+<x> 

hạn này không tồn tại. 

^ Lưu ý : Trường hợp JC -> Xq hay JC-> ±co chứng minh tương tự. 



= V(-2) 2 + 5-l = 2; 


^" 3-^-2 3-2 

c) lim (-Jt 3 + X 2 - X + 1) = lim JC 3 (— 1 + — —y + — 7 ) = +CO. 

JC->-00 Jt-»-00 X 

d) Ta có lim (1 - jc) = -3 < 0. (1) 

jc->4 7 

lim (jc - 4) 2 = 0 và ( X - 4) 2 > 0 với mọi X * 4. (2) 

Jt-»4 v 


a) lim 

lim 


ụ 


x z + 5 - 1 


X + 1 3 + 1 


Áp dụng qui tắc về giới hạn vô cực đối với thương 


/(*) 

g(x)’ 


từ (1) và (2) suy 


1 - * „ 
ra lim — 1 — = - 00 . 

*->4 (x - 4) 2 

e) Ta có lim (2x - 1 ) = 5 > 0, lim (x - 3 ) = 0 và (x - 3) < 0 với 

jc->3 jc->3“ 

2x — 1 

mọi X < 3. Do đó, lim ——— = - 00 . 

x->3~ X — 3 


^ Nhận xét 

Trong các ví dụ trên ta đã dùng trực tiếp các định lí về giới hạn của tổng, hiệu, 
tích, thương và căn của các hàm số hoặc các quy tắc về giới hạn vô cực. 
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7 


X - X — 1 

2jc 3 +3x - 4 


x->-K» —X 


X JC + 1 


x->2 VJC + 7—3 

yjX 2 

1 \ 1 • ’ 

- Jt - 

d) lim — — 

9 r 

JT—>-00 


f) lim (\4x 

X — > —00 

2 -* 


X + 7 + 


X— >+00 — V 


X —>+00 


4x +1 


X . 4 + 




+ X. 4 + 


+ .4 + 


1 - U + 1) 


X-»Õ- x ( x + 1) *->0 (* + 1) 


jd Jt + 1 


















f) lim (,4ĨJT~ X + 2x) = lim 

x^^ J 4x 2 _ x _2j 


2 
2x 


= lim 

X —>—oo 


X 


I X U4- — —2x 

X 


- lim 

JC —>-00 


—X 


-x,/4- — -2x 

X 


lim 

X —>—QO 


'4-- + 2 

JC 


^ Nhận xét 


Khi tính giới hạn mà không thể áp dụng trực tiếp định lí về giới hạn trong sách 
giáo khoa, ta phải biến đổi biểu thức xác định hàm số về dạng áp dụng được các 
định lí này. 

Sau đây là một số cách biến đổi thường được dùng. 


• Tính 


lim^ 

X-*XQ v(jc) 


khi lim u(x) = lim v(jc) = 0 

X-+.XQ JC—»Jt0 


- Phân tích tử và mẫu thành tích các nhân tử và giản ước. Cụ thể, ta biến đổi 
như sau: 


,. u(x) (x - jc 0 M(jc) A(x) 

lim —ị —7 = lim 7 -— v .~, . = lim ' 
X —>Xq v(x) x^-Xq (JC - JC 0 >^(JC> x^Xq B(x) 


và tính 


, im A(x) 

X-+X0 Bự)' 


- Nếu u(x) hay v(x) có chứa biến số dưới dấu căn thì có thể nhân tử và mẫu 
với biểu thức liên hợp, trước khi phân tích chúng thành tích để giản ước. 


• Tính lim 


u(x) 


x->±co v(jc) 


khi lim u(x) = ±00 vả lim v(jc) = ±00 

JC—»Jt0 


- Chia tử và mẫu cho x n với n là số mũ bậc cao nhất của biến số X (hay 
phân tích tử và mẫu thành tích chứa nhân tử x n rồi giản ước). 

- Nếu u(x) hay v(jt) có chứa biến X trong dấu căn thức, thì đưa x k ra ngoài 
dấu căn (với k là số mũ bậc cao nhất của X trong dấu căn), trước khi chia tử 
và mẫu cho luỹ thừa của X. 

• Tinh lim Ịw(jt) - v(jt)l khi lim u(x) = +00 và lim v(jc) = +00 

JC—»JC 0 X—+Xq X—*Xq 


hoặc lim u(x).v(x ) khi lim u(x) = 0 và lim v(x) = ± 00 . 

JC—>JCq JC—»JCq X— 

Nhân và chia với biểu thức liên hợp (nếu có biểu thức chứa biến số dưới dấu căn 
thức) hoặc quy đồng mẫu để đưa về cùng một phân thức (nếu chứa nhiều 
phân thức). 
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c. BÀI TẬP 


2.1. Dùng định nghĩa tìm các giới hạn 


, JC + 3 

a) lim ^—— 

x-^5 3 - X 


> 


b) lim 


X 3 +1 


x ->+00 X + 1 


2.2. Cho hàm số/(x) =< 



> 



nếu X >0 
nếu X <0. 


a) Vẽ đồ thị của hàm số/(x). Từ đó dự đoán về giói hạn của/(x) khi X — » 0. 

b) Dùng định nghĩa chứng minh dự đoán trên. 

2.3. a) Chứng minh rằng hàm số y = sinx không có giói hạn khi X —> + 00 . 
b) Giải thích bằng đồ thị kết luận ở câu a). 

2.4. Cho hai hàm số y = f(x) và y = g(x) cùng xác định trên khoảng (-00 ; ứ). 
Dùng định nghĩa chứng minh rằng, nếu lim f(x) = L và lim g(x) = M 

x—*—a> x—*—a> 

thì lim f(x).g(x) = L.M. 

X —>—<30 


2.5. Tìm giới hạn của các hàm số sau : 


X - 2x - 3 

a)/(*) = _ khi * 3 ; 

Xi 

c) k(x) = ^4x 2 - X + 1 khi X — > - 00 ; 

X -15 


e) h(x) = 


X + 2 


2.6. Tính các giới hạn sau 


a) lim 


X + 3 


*->-3 X + 2x - 3 


b) h(x) = 


2jt + 15 

(X + 2) 2 


khi X — > -2 ; 


d) f{x) = X 3 + X 2 + 1 khi X 


-» -00; 


khi X — » -2 + và khi X — > -2 . 


b) 

X —>0 X 


c) 


x-ỉ 

lim -z —-- ; 

AT^+OO X -1 


d) lim —í — 

yỊX — \ 5 


> 


e) 


lim 

M-OO 


X - 5 
■v/x + >/5 


f) 


lim 

X — >-2 


Vx 2 + 5 - 3 

X + 2 


t 
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V 4x -\ 

g) lim , —- ; 

yjx + 3-2 


\ 


i) lim 3 rr~ -1 , 

*-»0 ; t 2 ^ ; t 2 + 1 ) 


h) lim 


l -2x + 3x' 


x-»+co X — 9 


j) lim 


(x 2 - 1)(1 - 2xÝ 


X + X + 3 


2.7. Tính giới hạn của các hàm số sau khi JC —> +00 và khi X —» -00 


a) f(x) = 


47 ^ 


3x 


x + 2 


b)f(x) = X + 


■Ịx 2 - 


X +1 ; 


c )f{x) = 4x 2 - X - 4x 2 + 1. 

t 

2.8. Cho hàm số 



2x 2 - Ỉ5x + 12 
X 2 - 5x + A 


có đồ thị như hình 4. 

a) Dựa vào đồ thị, dự đoán giới 
hạn của hàm s ốfix) khi X —> 1 + ; 

X —> 1 X — + 4 X —> 4 ỉ 
X —> +00 và khi X —» - 00 . 


b) Chứng minh dự đoán trên. 


2.9. Cho hàm số 



1 3 

ị x - 1 JC 3 - l’ 


[wu + 2, 


nếu X > 1 
nếu ,X<1. 



Hình 4 


Với giá trị nào của tham sô' m thì hàm sốf(x) có giới hạn khi JC — + 1 ? Tìm 
giới hạn này. 


2.10. Cho khoảng K,Xq€ K và hàm số y =f(x) xác định trên K\ {•*()}• 

Chứng minh rằng nếu lim f(x) = +00 thì luôn tồn tại ít nhất một số c thuộc 

K\{xq} sao cho/(c) > 0. 
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2.11. Cho hàm số y =/00 xác định trên khoảng (a ; +oo). 

Chứng minh rằng nếu lim /( x) = -00 thì luôn tồn tại ít nhất một số c 

*->+00 

thuộc (a ; +oo) sao cho/(c) < 0. 


§3. Hàm số liên tục 

A. KIẾN THỨC CẦN NHỎ 


1. Hàm số liên tục 

• Cho hàm số y =/00 xác định trên khoảng K và JC 0 € K. 
y =/00 liên tục tại JC 0 khi và chỉ khi lim /00 = f(x ữ ). 

X->XQ 

• y =/00 liên tục trên một khoảng nếu nỏ liên tục tại mọi điểm của khoảng đó. 

• y = /00 liên tục trên đoạn [a ; b] nếu nó liên tục trên khoảng (a ; b) và 
lim f(x) = f{a), lim /00 = f{b). 

x—>a + x—>b 

^ Nhận xét : Đồ thị của hàm số liên tục trên một khoảng là một "đường liền" trên 
khoảng đó. 

2. Các định lí 

Định lí 1 

a) Hàm số đa thức liên tục trên toàn bộ tập số thực R. 

b) Hàm số phân thức hữu tỉ và hàm số lượng giác liên tục trên từng khoảng 
của tập xác định của chúng. 

Định lí 2 

Giả sử y =/00 và y = g(x) là hai hàm số liên tục tại điểm Xq . Khi đó : 
a) Các hàm sô'/00 + gOO, /oo - g(x) và/OO-gOO cũng liên tục tại điểm XQ ; 
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^ f(x ) 

b) Hàm số 7-7 liên tục tại Xfí, nếu g(.*o) * 0. 

8(x) ^ 

Định lí 3 

Nếu hàm số y = f(x) liên tục trên đoạn [a ; b] và f(a)f(b ) < 0 thì tồn tại ít 
nhất một điểm c e (a ; b) sao cho f(c) = 0. 

Mệnh đề tương đương : 

Cho hàm số y = f(x) liên tục trên đoạn [a ; b] và f(a)f(b) < 0. Khi đó 
phương trình f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm trong khoảng ( a ; b ). 


B. VÍ DỤ 


• Ví dụ 1 


X + 3 


, nếu x^ -1 


Xét tính liên tục của hàm số f(x) = -i X - 1 

2 , nếu x= -l 

% 

tại điểm X = -1. 

* 


Giải 


Tập xác định của hàm sô' đã cho là D = R, chứa X = -1. 


Ta có,/(-l) = 2 và lim 


X + 3 


-1 X - 1 


= -1 * /(- 1 ) 


bo đó, hàm số không liên tục tại X = - 1. 


• Ví dụ 2 


Xét tính liên tục của hàm số f(x) = 


trên tập xác định của nó. 


x z -2x -3 


, nếu X * 3 


X - 3 

5 , nếu X - 3 


11 .BTĐS&GT 11 - A 
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ỵ~i * 9 • 

Giai 


Tập xác định của f(x) là D = R. 

X 2 -2x -3 ._ 

- Nếu X * 3 thì f(x) =-— là hàm số phân thức hữu tỉ, nên liên tục 

trên các khoảng (-00 ; 3) và (3 ;+oo). 

- Tại X =3, ta có/(3) = 5, 

X 2 - 2x - 3 (x + 1)U - 3) _ , , 1X _ A 

lim- - — = lim- -—T -= lim(x + 1) = 4 /(3). 

X —>3 X 3 X—ýò X 3 X —>3 

Do đóf(x ) không liên tục tại X = 3. 

- Kết luận : Hàm s ốf(x) liên tục trên các khoảng (-00 ; 3), (3 ; +oo), nhưng 
gián đoạn tại X = 3. 


• Ví dụ 3 _ 

Chứng minh rằng phương trình sau có ít nhật hai nghiệm : 

2x 3 - ỈOx -7 = 0. 


• 9 * 

Giai 


Xét hàm số f(x) = 2x - lOx - 7. 

Hàm số này là hàm đa thức nên liên tục trên R. Do đó nó liên tục trên các 
đoạn [-1; 0] và [0 ; 3]. (1) 

Mặt khác, ta có : 

/(-l)=l;/(0) = -7 và y(3)=17. 

Do đó /(-l).f(0)<0 và /(0)./(3) < 0. (2) 

Từ (1), (2) suy ra phương trình 2x - 1 Ox -7 = 0 có ít nhất hai nghiệm, một 
nghiệm thuộc khoảng (-1 ; 0), còn nghiệm kia thuộc khoảng (0 ; 3). 
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• Ví dụ 4 _ 

Chứng minh rằng phương trình sau luôn có nghiệm với mọi giá trị của 
tham s ốm: 

(1 - m 2 )x 5 — 3jc — 1 = 0. 


Giai 


Xét hàm số/(jc) = (1 - m 2 jx 5 — 3jc — 1 . 

Vì /(0) = - 1 < 0 và/(-l) = m 2 + 1 > 0 nên/(-l)/(0) < 0 với mọi m. (1) 

Mặt khác, f{x) là hàm đa thức, liên tục trên R, nên liên tục trên đoạn 

[-1 ; 0 ]. ( 2 ) 

Từ (1) và (2) suy ra phương trình f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm trong 

khoảng (-1; 0), nghĩa là phương trình (1 - m 2 )x 5 — 3jc —1=0 luôn có 
nghiệm với mọi m. 

'P' Nhận xét 
■ 

Để chứng minh phương trình f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm, chỉ cần tìm được hai 
số a và b sao cho : 

f(a).f(b) < 0 và hàm số f(x) liên tục trên đoạn [a ; b]. 

Chú ý. Nếu phương trình chứa tham số, thì chọn a và b sao cho : 

f(a) và f(b) không còn chứa tham số hay chứa tham số nhưng có dấu không đổi ; 
hoặc f(a).f(b) chứa tham số nhưng tích f(a).f(b) luôn âm. 

c. BÀI TẬP 


_ „ _ , (jt - 1) Jt 

3.1. Cho hàm sô f(x) - ————. 

X 

Vẽ đồ thị của hàm số này. Từ đồ thị dự đoán các khoảng trên đó hàm số 
liên tục và chứng minh dự đoán đó. 

3.2. Cho ví dụ về một hàm số liên tục trên (<3 ; b ] và trên ( b ; c) nhưng không liên 
tục trên (a ; c). 
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3.3. Chứng minh rằng nếu một hàm số liên tục trên ( a ; b ] và trên [b ; c ) thì nó 
liên tục trên (a ; c). 

3.4. Cho hàm số y =f(x ) xác định trên khoảng ( a ; b ) chứa điểm XQ. 

Chứng minh rằng nếu lim Ẩ—l — Ũ5.ol = L thì hàm số f(x) liên tục tại 

x - x 0 

điểm ^ 0 - 

Hướng dẫn : Đặt g(x) = ^ x ) — - ỉ_ và biểu diễn/ộc) qua g(x). 


X - X, 


3.5. Xét tính liên tục của các hàm số sau : 

a) f(x) = yjx + 5 tại X = 4 ; 

X - 1 _ a , _ , 

, -. nêu x< 1 

b) g(x) = W2 -r-l tại * = 1. 


-2x 


, nếu x> 1 


3.6. Xét tính liên tục của các hàm số sau trên tập xác định của chúng : 


2 ~ 
X -2 


—- ậ=, nếu X *4Ĩ ---f-y, nếu X* 2 

a)/w= ịx-S b)*(*)= \(x-2Ý 


2V2 , nếu x= V2 ; 


3.7. Tìm giá trị của tham số m để hàm số f(x) = 


liên tục tại x = 2. 


1 - X 


, nếu x=2. 


X 2 - X - 2 
X - 2 


, nếu X * 2 
, nếu X = 2 


\4~X-1 . 

_ ..... ..... —jr-, nêu X 1 

3.8. Tìm giá trị của tham sô m đế hàm sô f(x) = < X 2 - 1 


, nếu X = 1 


liên tục trên (0 ; + 00 ). 

3.9. Chứng minh rằng phương trình 


a) X 5 - 3x — 1 = 0 luôn có nghiệm ; 

„ \ ’ . , , ( n ì 

b) .cos2* = 2sinx - 2 có ít nhất hai nghiệm trong khoảng - ; 7Ĩ ; 

K 6 ) 

c) V* 3 + 6jr + 1 - 2 = 0 có nghiệm dương. 
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3.10. Phương trình JC 4 - 3 jc 3 + 1 = 0 có nghiệm hay không trong khoảng (-1 ; 3) ? 

3.11. Chứng minh các phương trình sau luôn có nghiệm với mọi giá trị của 
tham sỐm: 

a) (1 - m 2 )( X + l) 3 + X 2 - X - 3 = 0 ; 

b) m(2 cosjc -V2 ) = 2sin5jc + L 

3.12. Chứng minh phương trình 

x n + Oịx" 1 + 2 + ... + ữ n -\X + a n = 0 luôn cồ nghiệm vói n là số tự 

nhiên lẻ. 

3.13. Cho hàm số y = f(x) liên tục trên đoạn [a ; b]. Nếu f(a).f(b) > 0 thì 
phương trình f(x) = 0 có nghiệm hay không trong khoảng (a ; b) ? Cho ví 

dụ minh hoạ. 

• * 

3.14. Nếu hàm số y = f{x) không liên tục trên đoạn [a ; b] nhung jịa]f{b) < 0, thì 
phương trình f{x) = 0 có nghiệm hay không trong khoảng (a ; b)! Hãy giải 
thích câu trả lời bằng minh hoạ hình học. 


Bài tập ôn chương IV 


1. Tính các giới hạn sau ( n — > +oo): 

(-3)" + 2.5” . 
a) lim — ~ — ; 

1-5” 

c) limỊV« 2 + 2« + 1 - 'Ịn 2 + n 

2. lìm giới hạn của dãy số (w„) với 
(- 1 )" . 


a) u n = 


n 2 + 1 


b) lim 


1 + 2 + 3 + ... + n 
n 2 + n + 1 


b) u n = 


2 ” -n 
3” +1 


3. Viết số thập phân vô hạn tuần hoàn 2,131131131... (chu kì 131) dưới dạng 
phân SỐ. 
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4. Cho dãy số ( u n ) xác định bởi 


Uị = 1 


2u +3 

= ' với n > 1. 

“n + 2 


a) Chứng minh rằng u n > 0 với mọi n. 

b) Biết ( u n ) có giới hạn hữu hạn. Tìm giới hạn đó. 

5. Cho dãy số ( u n ) thoả mãn u n < M với mọi n. Chứng minh rằng nếu 
lim u = a thì a<M. 


6. Từ độ cao 63m của tháp nghiêng PISA ở 
Italia (H.5) người ta thả một quả bóng cao 
su xuống đất. Giả sử mỗi lần chạm đất quả 

bóng lại nảy lên một độ cao bằng độ cao 

mà quả bóng đạt được ngay trước đó. 

Tính độ dài hành trình của quả bóng từ thời 
điểm ban đầu cho đến khi nó nằm yên trên 
mặt đất. 


PISA 

ITALLA 


Hình 5 


7. Chứng minh rằng hàm số f(x) = cos— không có giới hạn khi X —> 0. 

X 

8. Tìm các giới hạn sau : 

. .. JC + 5 .... ỉ—-, 


a) lim 


x—*-2 X z + .V - 3 


c) lim (x 3 + 2x 2 \[x - 1) ; 

X —>+oo 


9. Tìm các giới hạn sau : 


a) lim 


*-»0 


\lx + [ - [ 
4-ylx 2 +16 


b) lim ylx 2 + Sx + 3 ; 

X —»3 


d) lim 




2x 5 - 5x - 4 

(X + l) 2 


b) lim 


X - yfx 
yĩx - 1 


1; _ 2.V 4 + 5x - 1 
c) lim -- ; 

,v->-kc 1 - X + X 


e) lim X yịx 2 + ỉ - X ; 

•V—»+x \ I 


d) lim 


X + V 4x l - X + 1 
1 - 2 * 


_ ( 1 Ị \ 

f) lim —2 - —— . 

x-*2 + V* 2 -4 x-2 
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10. Xác định một hàm số y =f(x) thoả mãn đồng thời các điều kiện sau : 

a) f(x) xác định trên K \ {1}, 


b) lim f(x ) = +00 
>1 


lim f(x) = 2 và lim f(x) = 2. 

JC —>+00 X —>—00 


11. Xét tính liên tục của hàm sô' f{x) = 


X 2 + 5x + 4 
< * 3 + l ’ 

1 , 


trên tập xác định của nó. 


nếu X * - 1 
nếu x = -\ 


12. Xác định một hàm số y =f(x) thoả mãn đồng thời các điều kiện sau : 
a) f(x) xác định trên R, 


b) y =f(x) liên tục trên (-00 ; 0) và trên [0 ; +oo), nhưng gián đoạn tại X = 0. 

13. Chứng minh rằng phương trình : 

a) X 5 - 5x -1 = 0 có ít nhất ba nghiệm ; 

b) m(x - 1 ) 3 (x 2 - 4) + X - 3 = 0 luôn có ít nhất hai nghiệm với mọi giá trị 
của tham số m ; 

c) X - 3x = m có ít nhất hai nghiệm với mọi gỉá trị của m € (-2 ; 2). 

14. Cho hàm s ốf{x) = — — 8~*i + 1 = 0. Phương trình f(x) = 0 có nghiệm hay không 

X — 2 

a) Trong khoảng (1 ; 3) ? 

b) Trong khoảng (-3 ; 1) ? 

1 

15. Giả sử hai hàm số y = /( x) và y =/( x+ ^ ) đều liên tục trên đoạn [0 ; 1] và 

1 

/(0) =/(l). Chứng minh rằng phương trình f(x) - f(x +Ỷ> = 0 luôn có 
nghiệm trong đoạn [0 ; 
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Bài tập trắc nghiệm 

16. Chọn mệnh đề đúng trong các mệnh dề sau : 

(A) Nếu lim u n = + 00 , thì lim u n = +00 ; 

(B) Nếu lim u n = + 00 , thì lim u n = -00 ; 

(C) Nếu lim u n = 0 thì lim u n = 0 ; 

(D) Nếu limu„ = -a thì lim u n = a. 
o n _ ¥* 

17. lim - bằng 

2 ” + 1 

(A) 1 ; (B) -00 ; (C) 0 ; (D) + 00. 

18. lim v« 2 - n + 1 - rtj bằng 

(A) 0 ; (B) 1 ; (C) -ị ; (D) - 00 . 

19. lim (X - X 3 + 1) bằng 

X —>-00 \ * 

(A) ; 1 (B) -00 ; (C) 0 ; (D) + 00. 

20. lim ——i bằng 

x->2- x ~ 2 

(A)-oo; (B)ị; (Q1 ; (D) + oo. 

21. Cho hàm số f(x ) = z x ~^ . lim f(x) bằng 

3 + JX x -^- i + 

(A) +CO ; (B)|; (Q 1 ; (D) -00. 
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bằng 


22 . 


lim 

JC —>—3 


X 2 - 6 

- 9 + 3x 


(A)|; (B)-oo; (C) ị ; (D) + 00 . 

23. lim ~ f —— bằng 

JC—>—00 -X + 1 

(A) 2; (B)-2; (C) 1 ; (D)-l. 

24. Cho hàm s ốf(x) xác định trên đoạn [a ; b]. 

Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

(A) Nếu hàm số f(x) liên tục trên đoạn [a ; b] và f(a)f(b) > 0 thì phương 
trình f(x) = 0 không có nghiệm trong khoảng (a ; b). 

(B) Nếu f(a) f(b) < 0 thì phương trình f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm trong 
khoảng ( a ; b). 

(C) Nếu phương trình f(x) = 0 có nghiệm trong khoảng (a ; b), thì hàm số 
f(x) phải liên tục trên khoảng (a ; b). 

(D) Nếu hàm số f(x) liên tục, tăng trên đoạn [a ; b] và f(a)f(b) > 0 thì 
phương trình f(x) = 0 không thể có nghiệm trong khoảng (a ; b). 


25. Cho phương trình 2x 4 - 5x 2 + Jt + 1 = 0. (1) 

Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

(A) Phương trình (1) không có nghiệm trong khoảng (-1 ; 1); 

(B) Phương trình (ì) không có nghiệm trong khoảng (-2 ; 0); 

(C) Phương trình (1) chỉ có một nghiệm trong khoảng (-2 ; 1); 

(D) Phương trình (1) có ít nhất hai nghiệm trong khoảng (0 ; 2). 
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LÒI GIẢI - HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ CHƯƠNG IV 


§ 1 . 

1.1. Vì («„) có giới hạn là 0 nên |«„| có thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý, kể 
từ một số hạng nào đó trở đi. 

Mặt khác, |v„| = ||«„|| = |«„|. Do đó, |v„| cũng có thể nhỏ hơn một số dương 
bé tuỳ ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. Vậy, (v„) có giới hạn là 0. 

(Chứng minh tương tự, ta có chiều ngược lại cũng đúng). 

1.2. Vì \u n \ = |(-1)”| = 1, nên |w„| không thể nhỏ hơn một sô' dương bé tuỳ ý, kể 

từ một số hạng nào đó trở đi. Chẳng hạn, |«„| khồng thể nhỏ hơn 0,5 với 
mọi n. 

Do đó, dãy số («„) không thể có giới hạn là 0. 

1.3. Dãy («„ + v„) không có giới hạn hữu hạn. 

Thật vậy, giả sử ngược lại, («„ + v„) có giới hạn hữu hạn. 

Khi đó, các dãy số ( u n + v„) và ( u n ) cùng có giới hạn hữu hạn, nên hiệu của 
chúng cũng là một dãy có giới hạn hữu hạn, nghĩa là dãy số có số hạng 
tổng quát là u n + v„ - u n = v„ có giới hạn hữu hạn. Điều này trái với giả 
thiết (v„) khồng có giới hạn hữu hạn. 

1.4. a) Vì lim u n = -00 nên lim(-«„) = + 00 . Do đó, (-«„) có thể lớn hơn một số 

dương lớn tuỳ ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. (1) 

Mặt khác, vì v„ < u n với mọi n nên (-v„) > (-«„) với mọi n. (2) 

Từ (1) và (2) suy ra (-v„) có thể lớn hơn một số dương lớn tuỳ ý, kể từ một 
số hạng nào đó trở đi. Do đó, lim(-v„) = +00 hay lỉm v„ = - 00 . 

b) Xét dãy số ( u n ) = -n. 

Ta có -n\ < -n hay v„ < u n với mọi n. Mặt khác lim u n = lim(-rt) = - 00 . 

Từ kết quả câu a) suy ra limv„ = lim(-rt!) = - 00 . 
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1.5. a) -3 ; b) +00 ; c) 0 ; d) -Ẹ- ; 

( _ n "( 1 1 > 

e) lim 2" + — - lim2" 1 + - = +00 ; 

l n) l n 2 n ) 

f) 0; g)-|; h)-l. 

3 

1.6. a) +00 ; b) -00 ; c) +00 ; d) “. 

1.7. limv„ = 0=> v„ có thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý, kể từ một số hạng 

nào đố trở đi. (1) 

Vì u n < v n và v n < v n với mọi n, nên u n < v n với mọi n. (2) 

Từ (1) và (2) suy ra u n cũng có thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý, kể từ 
một số hạng nào đó trở đi, nghĩa là lim«„ = 0. 


1 .8. limw„ = 2. 

1.9. a) Vì —7 < — với mọi n và lim— = 0 nên lim—7 = 0. 

nĩ n ‘ n n\ 


b) 0 ; c) 0 ; d) 0 ; 

_ ( 

\ rp / c n /~ c/ĩ 1 cos \ nĩl 

e) Ta có u n = 5 - cos y/nn = 5 1- 7 -— . 

“ cn 

V D ) 

cosyfĩin 1 1 . cosVmr 

VI -—— < — và lim— = 0 nên lim — = 0. 

5" 5" 5" 5" 

Do đó, lim 1 — _ — = 1 > 0. 

5" 

V J / 


( 1 ) 


( 2 ) 


Mặt khác, lim 5” = +00 . 

( co < i JZ n ') 

Từ (1), (2) và (3) suy ra Ịim(5” - cos yfnn) = lim 5” 1 - cos _ — = + 00 . 

\ ^ J ' 
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1 . 10 . 


Mj = 2 


u 


/ 1+1 


u„ + 1 

= - s —-— với n > 1 


Ta có, «! = 2, 


Dự đoán, u n = 


3 

M 2= 2’ 


5 

“3 = 4’ 


«4 = 


9 

8’ 


Wc — 


17 

16 


2"- 1 +1 


với n e N*. 


r 

Chứng minh dự đoán trên bằng quy nạp (bạn đọc tự chứng minh). 


Từ đó, lim u n = lim 


2 ”~* +1 


= lim 


1 + 


f ị\ n ~ l 

v 2 y 


= lim 


1 + 2 . 


fị\ H 

v 2 y 


= 1. 


1 . 11 . §. 
1 . 12 . 10 . 


1.13. u n = 




1.14. Dãy số : sina, sina, ..., sin”a, ... với a * + kn, là một cấp số nhân vô 

hạn, công bội q =sina. 


71 


Vì 


sin ũ; 


< 


1 với a* ^ + kn nên Ịsin” a j là một cấp số nhân lùi vô hạn. 


Hơn nữa, b„ = sina + sin a + ... + sin"a = S n . 

Do đó, lim b„ = sina + sin a + ... + sin a + ... = -— -7 —. 

1 -sina 


1.15. Giải tương tự Ví dụ 13, ta có ứ = 34,121212... = 


1126 

33 


1.16. a) Chứng minh bằng quy nạp u n = 


|/ 1+1 ’ 


(1) 


- Với Tỉ = 1, một hình vuông được tạo thành có diện tích là Mj = 
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Vậy (1) đúng. 

- Giả sử công thức (1) đúng với n = k (k> 1), nghĩa là u k 
chứng minh (1) đúng với n = k+1 , tức là chứng minh u k+l = 


= —r~r. Ta cần 
2*+l 

1 

2^+2 


Thật vậy, ở bước thứ k ta có 2 k 1 hình vuông mới màu xám được tạo thành. 

ứng với mỗi hình vuông này ta lại tạo được hai hình vuông mới trong bước 
thứ k + 1. 


Tổng diện tích của hai hình vuông mới này trong bước thứ k + 1 bằng nửa 
diện tích của hình vuông tương ứng trong bước thứ k. 

Do đó, tổng diện tích tất cả các hình vuông mới có được trong bước thứ k + 1 


là u 


1 1 


£ + 1 


2 2 


k +1 


I&+2 


-. Vậy (1) đúng với n = k + 1. 


- Kết luận : Với mọi n nguyên dương ta luôn có w„ = 


,n+l ■ 


b) Dự đoán : S n —» ^rS ABC khi n —» + 00 , hay limS„ = 2. 

Chứng minh : S n = «! + «2 + ... + «„= Ặ + ị + ... + ^ = ị- Từ 


đó, lim5„ = 


Ị_ 

2 ' 


§2 


2 . 1 . 

2 . 2 . 


a)-4 ; 

f{x) = 


b) +00. 
X 2 , nếu 
X 2 - 1, nếu 


X >0 
X <0. 


a) (H.6) Dự đoán : Hàm số/ột) không có giới hạn khi X —» 0 . 


b) Lấy hai dãy số có số hạng.tổng quát là a n = — và b„ -- —. 

n n 

Ta có, a n —> 0 và b n —> 0 khi n —> + 00 . 



) 
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Vì 1 >0 nên f(a n ) = \. 


Do đó, lim f{a n ) = lim —- = 


n —> 4-00 


n —> 4-00 Ỵị 


Vi, - 1 < 0 nên f(b n ) = \ 


Do đó, lim f ( b n )= Um 1 =-l. (3) 


n —>-(-00 


AỈ->+OOV n 



Từ (1), (2) và (3) suy ra f(x) không có giới 
han khi X —> 0 . 


Hình 6 


2.3. a) Xét hai dãy số ( a n ) với a n = 2 nn và ( b n ) với b n - ĩ + 2wi (n e N*). 

Ta có, \ima n - lim2 rin = +00 ; 

ín ^ _ \ 

limồ^ = lim — + 2nn = lim n ^— + 2 n = +00 ; 

V 2 ) \ 2n ) 


lim sin a n = Iimsin2/ĩ7ĩ = limO = 0 ; 

. .I^TC ^ 

lim sin b„ = lim sin — + 2nn = lim 1 = 1 
n 9 

v z / 


Như vậy,a„ —> + 00 , b n —> + 00 , nhưng lim sin a n * lim sin b n . Do đó, theo 
định nghĩa, hàm số y = sin* không có giới hạn khi X —> + 00 . 

2.4. Giả sử (x n ) là dãy số bất kì thoả mãn x n < a và x n —> - 00 . 

Vì lim f(x) = L nên lim f(x n ) = L. 

X —»-00 / ỉ —>+00 


Vì lim g(*) = M nên lim g(x n ) = M. 


n —>-(-00 


Do đó, lim f(x n ).g{x n ) = L.M. 

/Ị—»4-00 

Từ định nghĩa suy ra lim f(x).g(x) = L.M. 
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2.5. a) 0 ; 


b)-oo ; 


c) lim 

X— »-<X> 


V 4* 2 - 


X + 1 = lim 

X —»-00 


.. 1,1 

14 - — + 


X V 2 




lim 

X —»-00 


4- 


1 . 1 
— + 


■\ 


V 


x X 2 


— + 00 , 




.3 . .2 . 1 \ .2- 1 1 


d) lim (x + X + 1) = lim X (1 + — + — 5 -) = -co. 

Jt —»-00 X— »-<X> 


* * 3 


e) - 00 và + co. 

X + 3 


2 . 6 . a) lim 


*->-3 jr + 2x - 3 


* + 3 

lim 7 -———— 

*-X-3 (* - IX* + 3) 


lim 

X—»-3 X — l 


1 -1 


(1 + ;c) 3 _ 1 (1 + * - 1) 

b) lim u ’ —- = lim——- 

JC—>0 X jt-»0 


(1 + xỷ + (1 + x) + 1 


+ X'Ỹ' + (1 + x) + 1 
lim —-= 

X— >0 X 


= lim Tci + -«) 2 + (l + *) + l 
*->oL 


= 3, 


c) lim 


X - l 


x - y+co X - 1 


lim 

X —»+00 


* 


1 


xz _ 


1-„ 


= 0 . 


d) . ụm (fzỷíịl3 

x-*5\jx-\j5 *->5 yjx-yj 5 

= lim ị\íx + \Ỉ5 j = 2 V 5 . 

*-5 1-7 

e) lim -==-— J= = lim - £-j= 

x^y+co X + \l5 *->+°° 1 v5 

Tx + ^ 

(Vì -Ị= + —■> 0 với mọi * > 0). 

4x X 


x =+00 
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i 


f) lim — + ^ —- = lim 
X —>—2 X + 2 x-y-2 


+ 5 - 9 


(x + 2)h/x 2 + 5 + 3 


= lim = lim X - 2 


-2 


X ^~ 2 (x + 2)ịyjx 2 + 5 + 3 


- 2 yjx 2 +5 + 3 3 


VĨ-1 ■_-i)(' /ĩTỈ+2 ) 

g) lim 7 = — = lim --—--- 

*-»i yfx + 3 - 2 Í4Ĩ X + 3 - 4 

(V* - lìí-v/* + 3 + 2) Í-A - l)(v* + 3+2) 

= Sỉ = Sỉ ịj- x _i)(v;+1) 


Vjc + 3 + 2 

= lim- ■— — = 2. 

*->! Vx + 1 


h) lim 


1 - 2* + 3jc 


- lim — 


1 2 , - 
3 _ “^ +3 


■X-»+°o X — 9 


X —>+00 


i) lim -Ịr 

Jt—i>0 X 2 




\ 


u 2 +1 ; 


= lim -7-. 
X— >0 X 2 


.-Ặ 

jr 

' -X 2 ' 

K x 2 +ỉ; 


= 3. 


= lim 


-1 


= -l. 


*-»0 +1 


r 


|i[n Ịj_ - m - 2*) 5 . ^ 




1 - 




■X' 


V x~) 




ỉ-2 

JC 


\5 


/ 


+ Jt + 3 


X —>—co 


JC 7 + JC + 3 


/ 1 \/1 \ 5 


= lim 

X —>—co 


1-3.. 

V rA 


1-2 

X 




-13 
1 + A’ + ~7 

X X 


= (-2) 5 = -32. 


- _ , yjx 2 -3x 

2.7. a) lim -— r— = lim 


\ 


1 -Ị 

X 


V 


1 -Ị 

JC 


JC—>+00 


X + 2 


JC-»+oo 


X + 2 


lim 

JC—^ +<X) X "3" 2 


lim 

.X—»+00 
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2.8. a) Dự đoán : lim f(x) = +00 ; lim f (x ) = -00 ; lim f(x) = -00 ; 

X—>1 + X—>r X—>4 + 

lim f(x) = +00 ; lim f(x) = 2 ; lim f(x) = 2. 

X—>4 - X—>+00 X—>-00 

b) • Ta có, 

lim (lx 2 - 15* + 12 ) = -1 < 0, lim (x 2 - 5* + 4 ) = 0 

x->r' ' X->1 + ' ' 

và X 2 - 5x + 4 < 0 với mọi X e (1; 4) nên 

2x 2 - 15.X + 12 
lim - 


• Vì 


1 t 1 1 JL Ámề 

lim — -= + 00 . 

X — >1 + X 2 - 5x + 4 

lim [lx 2 - 15.X + 12 ) = -1 < 0, lim ( X 2 - 5* + 4 ) = 
x->r' ' x->r' ' 


0 


và X 2 - 5* + 4 > 0 với mọi X < 1 nên 
2x 2 - 15.X + 12 


• Vì 


- , Amề yv A I JL 

lim —-——-= - 00 . 

X—*1 X — 4- 4 

lũn ( 2 .X 2 - 15.X + 12 ) = -16 < 0, lim {x 2 - 5jc + 4 ) = 0 

X— >4 + ' ' X— >4 + ' ' 


và X - 5* + 4 > 0 với mọi X > 4 nên 
2jc 2 - 1 5jc + 12 


- • -/V A I A 

lim —-——-= - 00 . 

X—>4 + X 2 - 5x + 4 

\ 

lim Ỉ2x 2 - 15.X + 12 ) = -16 < 0, lim ( X 2 - 5x + 4) = 0 

;t—>4” ' ' X— >4" ' 


• VI 


và X 2 - 5jc + 4 < 0 với mọi X e (1 ; 4) nên 
2jc 2 - I5x + 12 


lim—-— -- 

X— >4 X 2 - 5x + 4 


= + 00 . 


• lũn 


2.X 2 - 15* + 12 


= lim 


2-ự+iậ 

* -2 


* _ 


imi - - 

x->+oo Jt z - 5* + 4 •*-+*» I _ _5 + 


= 2 ; 


lim 


2* z - 15 jc + 12 


*->-<*> X -5x + 4 


lim 

X —»-<00 


2-i| + iậ 

£ X 2 

1 - i+Ị 


= 2. 
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X L + X - 2 


2.9. lim f(x) = lim 


Jt-»1 




í 




_Ị_3_' 

*-! X 3 - ly 


= lim -——r-— 

X— > 1 + (x — l)(x + X + 1 ) 


= lim (X , w i y + 2) <x = lim x + 2 = 1 . 

> 1 + (x — l)(x + X + 1 ) X— > 1 + X + X + 1 


lim f(x) = lim (mx + 2) = m + 2. 

AT-»r X—>r 


f(x ) có giới hạn khi X — >lom + 2= lom = -l. Khi đó lim f(x) - 1. 

X —> 1 


2.10. Vì lim f(x) = +00 nên với dãy số (x„) bất kì, x n e K\ {x 0 } và x n —> x 0 ta 

at-»a : 0 

luôn có lim f(x n ) = +00. 

/I—»+00 

Từ định nghĩa suy ra/(x„) có thể lớn hơn một số dương bất kì, kể từ một số 
hạng nào đó trở đi. 

Nếu số dương này là 1 thì f(x n ) > 1 kể từ một số hạng nào đó trở đi. 
Nói căch khác, luôn tồn tại ít nhất một số x k e K\ {x 0 } sao cho/Ot*) > 1. 

Đật c = x k , ta có/(c) > 0. 

2.11. Vì lim f(x) = -00 nên với dãy số (x„) bất kì, x n > a và x n —» +00 ta luôn 

X —^ +00 

có lim f(x n ) = -00. 
n— H -00 

Do đó lim [-/(x„)] = +00. 
n—>+co 

Theo định nghĩa suy ra -f(x n ) có thể lớn hơn một số dương bất kì, kể từ một 
số hạng nào đó trở đi. 

Nếu số dương này là 2 thì -f(x n ) > 2 kể từ một số hạng nào đó trở đi. 
Nói cách khác, luôn tồn tại ít nhất một số x k e (a ; +oo) sao cho -f(x k ) > 2 
hay f(x k ) < - 2 < 0. 

Đặt c = x k , ta có/(c) < 0. 
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§3 


X - 1, nếu X > 0 
1 - X, nếu X < 0 . 


3.1. a )f{x) = 



Hàm số này có tập xác định là R \ {0}. 

b) Từ đồ thị (H.7) dự đoán f(x) liên tục 
trên các khoảng (-00 ; 0 ), (0 ; +oo), nhưng 

không liên tục trên R. Thật vậy, 

- Với X > 0,Jự) = X - 1 là hàm đa thức nên 
liên tục trên R, do đó liên tục trên (0; +oo). 

- Với X < 0, Jịx) = 1 - X cũng là hàm đa 
thức nên liên tục trên R, do đó liên tục trên 

(-00 ; 0). Hình 7 

Dễ thấy hàm số gián đoạn tại X = 0, vì lim /(Jt) = -1, lim f(x) = 1. 

*-»cr 

X + 2, nếu Jt<ỉ0 

3.2. Xét hàm sốf(x) = < 1 

—- , nếu Jt>0. 

• T rường hợp X < 0. 

/(x) = X + 2 là hàm đa thức, liên tục trên R, nên nó liên tục trên (-2 ; 0]. 

• Trường hợp X > 0. 

f(x) = —r- là hàm số phân thức hữu tỉ nên liên tục trên (0 ; 2) thuộc tập 

X L 

xác định của nó. 

Như vậy f(x) liên tục trên (-2 ; 0] và trên (0 ; 2). 

Tuy nhiên, vì lim f(x) = lim —r- = +00 nên hàm số /(jc) không có giới 

*-»0 + *-»0 + X 

hạn hữu hạn tại X = 0. Do đó, nó không liên tục tại X = 0. Nghĩa là không 
liên tục trên (-2 ; 2). 
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33. Vì hàm số liên tục trên (a ; b ] nên liên tục trên (a ; b) và lim f{x) = f{b ). (1) 
Vì hàm số liên tục trên [b ; c ) nên liên tục trên (b ; c) và lim f(x) = f(Jb). (2) 

. ' ’ x->ủ + 

Từ (1) và (2) suy ra f(x) liên tục trên các khoảng (a ; b), ( b ; c) và liên tục 
tại x = b (vì lim f{x) = f(b) ). Nghĩa là nó liên tục trên (a ; c). 

X —>b 

3.4. Đặt g(x) = ỈQ ~.{ ( * o) - L. 

X - Xq 

Suy ra g(jt) xác định ưên (a ; b)\ {jc 0 } và lim g(x) = 0. 

JC— 


Mặt khác,/(jc) =f(x 0 ) + Lịx - x 0 ) + (x - X Q ) g(x) nên 
lim /( x)= lim [f(x ữ ) + L(x - JC 0 ) + (x - x 0 ) g(jc)l 

-X—JC—>JC 0 

= lim f(x 0 )+ lim L(x - x^)+ lim (x - ^ 0 ). lim g(x) = f(x ữ ). 

X->^0 X->Xq 


Vậy hàm số y =f(x) liên tục tại Xq. 

3.5. a) Hàm sốf(x ) = \lx + 5 có tập xác định là [-5 ; +oo). Do đó, nó xác định 
trên khoảng (-5 ; +oo) chứa x = 4. 

Vì lim f(x) = lim \ịx + 5 = 3 = /(4) nên/(jc) liên tục tại X = 4. 

jt->4 jc->4 


X - ỉ 


b) Hàm số g(x) = <Ị V 2-X - 1 ’ 

—2x 


Ta có, g(l) = -2. 


nếu x< 1 

có tập xác định là ]R. 

nếu x>\ 


lim g(jc) = lim . — 

X > 1 X —> 1 \ 2 — X — 1 


lim (x - 1)(V2 -x + l) 

x—>ỉ~ ỉ — X 


= lim (-V2 - X - 1) = -2. 
x^>r 




lim g(jc) = lim (-2 jc) = -2 . 

Từ (1), (2) và (3) suy ra lim g(jc) = -2 = g(l). Vậy g(x) liên tục tại * = 1. 

—> 1 


( 3 ) 



X — I . rz 

— -J=, nêu X* V2 

3.6. a) /(x) = ị X - ylĩ 

2 yỊĨ. , nếu X = yỊĨ. 

Tập xác định của hàm số là D = R. 

2 _ 2 

• Nếu X * \Ỉ2 thì/(x) = —- Ỵ=. 

X - v2 

Đây là hàm phân thức hữu tỉ nên liên tục trên các khoảng (-00 ; 72) và 
(V 2 ; + 00 ). 

• Tại X = y/ĩ : 

1™ /M = lim Ixị = Un ,(£^X^) 

—>V 2 JC — v2 JC—> >/2 X-V2 

= lim (x + V 2 ) = 2 V 2 = /(V2). Vậy hàm số liên tục tại X =\Í2 . 

X->JĨ 

Kết luận : y =/(x) liên tục trên R. 

————, nếu X * 2 

b) g(x) = < (x - 2) 2 có tập xác định là D = R. 

3 , nếu X = 2 

\ — X 9 

• Nếu X * 2 thì g(x) = —— ~~r~ là hàm phân thức hữu tỉ, nên nó liên tục 

(x-2) 2 

trên các khoảng (-00 ; 2) và (2 ; + 00 ). 

1 — JC 

• Tại X = 2 : lim g(x) = lim ———7- = - 00 . Vậy hàm số y = g(x) không 

jt->2 .x->2 (jc - 2y 

liên tục tại X = 2. 

Kết luận : y = g(x) liên tục trên các khoảng (-00 ; 2) và (2 ; + 00 ), nhưng 
gián đoạn tại X = 2. 

3.7. m - 3. 

3.8. m = ±—. 

2 
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3.9. a) Xét/00 = ;t 5 - 3* - 7 và hai số 0 ; 2. 


( 7Ĩ 71 ^1 (71 ^ 

b) Xét/(jc) = cos 2 jc - 2sinx + 2 trên các khoảng - —; -y , ^ ; 71 . 

V ò l ) V 2 / 

c) Ta có, \x^ + 6x + ĩ - 2 = 0 <=> X 3 + 6x + 1 = 4 <=>x 3 +6x-3 = 0. 

Hàm số/00 = JC 3 + 6x -3 liên tục trên R nên liên tục trên đoạn [0 ; 1]. (1) 


Ta có/(0)/(l) = -3.4 < 0. (2) 

Từ (1) và (2) suy ra phương trình JC 3 + 6x - 3 = 0 có ít nhất một nghiệm 
thuộc (0; 1). 

Do đó, phương trình V-* 3 + 6x + 1 - 2 = 0 có ít nhất một nghiệm dương. 

3.10. Hướng dẫn : Xét/00 = X — 'ix +1=0 ưên đoạn [-1 ; 1] Trả lời : Có. 

3.11. a) (1 - m 2 )(x + l) 3 + JC 2 - X - 3 = 0. 

/00 = (1 — m 2 )(x + l) 3 + X 2 - X - 3 là hàm đa thức nên liên tục trên R. Do 
đó nó liên tục trên [-2 ; -1]. 

Ta có/(—1) = -1 < 0 và/(—2) = m 2 + 2 > 0 nên/(-l)/(-2) < 0 vói mọi m. 

Do đó, phương trình/00 = 0 luôn có ít nhất một nghiệm trong khoảng (-2; -1) 

v 2 3 2 - 

voi mọi m. Nghĩa là, phương trình (1 - m )(x + 1) + X - X - 3 = 0 luổn có 
nghiệm với mọi m. 

b) m( 2cosjc - v2 ) = 2sin5;c + 1. 

HD : Xét hàm số/00 = m(2cos;c - v2 ) - 2sin5jc - 1 trên đoạn 

3.12. Hàm số/oo = x n + ãịX n 1 + « 2 *” 2 + ... + a n -\X + a n xác định trên R. 

• Ta có lim /00 = lim ự 1 + íỉịx" -1 + Ơ2X n ~ 2 + ...+ a n _ ịX + a n ) 

X —>+00 X —>+00 

= lim jc”(1 + — + +...+ ° n ~}. + ■%■) = + 00 . 

* X 2 x n ~ l x n 

Vì lim /00 = +00 nên với dãy số (x n ) bất kì mà x n —> + 00 , ta luỏn có 

X->+00 

lim/(x„) = + 00 . 
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Do đó, f(x n ) có thể lớn hơn một số dương bất kì, kể từ một số hạng nào đó 
trở đi. 

Nếu số dương này là 1 thì f(x n ) > 1 kể từ một số hạng nào đó trở đi. 
Nói cách khác, luôn tồn tại số a sao cho/(a) > 1'. (1) 

• lim f(x) = lim (x n -ị-ữịX n 1 + Q^x n + ... + ữ n _ịX + ứ n ) 

X—>-oo X^-CO ' 

= lim X n {\ + ^ + % + ... + + %) = -00 (do n lẻ). 

* *2 x n -1 x n 

Vì lim f{x) = -00 nên với dãy số (x n ) bất kì mà x n —> - 00 , ta luôn có 
lim f(x„) = - 00 , hay lim[-/(*„)] = + 00 . 

Do đó, -f{x n ) có thể lớn hơn một số dương bất kì, kể từ một số hạng nào đó 
trở đi. 

Nếu số dương này là 1 thì -f(x n ) > 1 kể từ số hạng nào đó trở đi. Nói cách 
khác, luôn tồn tại b sao cho - f(b ) > 1 hay f(b) < -1. (2) 

• Từ (1) và (2) suy ra f(a) f(b) < 0. 

Mặt khác, hàm đa thức/(;t) liên tục trên R, nên liên tục trên [a ; b\. 

Do đó, phương trình f{x) = 0 luôn có nghiệm. 

3.13. Nếu hàm số y =f(x) liên tục trên đoạn [a ; b ] Vãf(a)f(b) > 0 thì phương trình 
f(x) = 0 có thể có nghiệm hoặc vô nghiệm trong khoảng ( a ; b). 

Ví dụ minh hoạ : 

•f(x) = X 2 - 1 liên tục trên đoạn [-2 ; 2] ,/(-2)/(2) = 9 > 0. Phương trình 
X - 1 = 0 có nghiệm X = ± 1 trong khoang (-2 ; 2). 

•f(x) = X + 1 liên tục trên đoạn [-1 ; 1] và /(-1)/(1) = 4 > 0. Còn phương t rình 
X + 1 = 0 lại vô nghiệm trong khoảng (-1; 1). 

3.14. Nếu hàm số V =f(x) không liên tục trên đoạn [a ; b ] nhưng f(a)f(b) < 0 thì 
phương trình f(x) = 0 có thể có nghiệm hoặc vô nghiệm trong khoảng (a ; b ). 
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Minh hoạ hình học (H.8): 


y> 

y\ 

n 

/1 

a ; 

■ w- * 

0 j h X 

0 { / ' h x 

V 

/ L 

1 


a) 

b) 


Hình 8 

a) f(x) = 0 vô nghiệm trong (a ; b ); b) f(x) = 0 có nghiệm trong (a ; b). 


Bài tập ôn chương IV 


1. a) -2 ; 


2. a) Ta có, 


1\ 1 

b) 2 ; 


li 


n 


(- 1 )” 


n 2 + 1 


, 1 

c) 2- 

1 nx,.. 1 

. Đặt v„ = 


n 2 + 1 


n 2 + 1 


( 1 ) 


1 

1 rí 2 

Ta có limv„ = lim—r-— = lim— — Ị— = 0. Do đó, v„ có thể nhỏ hơn một 

n+l 1+4 

n 

SỐ dương bé tuỳ ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 

Từ (1) suy ra, 1 1 


\^n\ r n \ ny 

Vậy, \u n cũng có thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý, kể từ một số hạng 


n 

s * 


nào đó trở đi, nghĩa là limw„ = 0. 


b) Hướng dẫn : 


u 


n 


2” -n 


3” + 1 


< 


2 ” 


3” + 1 


131 131 131 

3. 2,131131131... = 2 + -^7 H———T + ... H—— + .. 

1000 1000 2 1000 " 


131 


= 2 + 100 Ỹ = 2 + 

1 999 

1000 


131 2129 


999 ■ 
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(Vì 


131 131 


131 


1000 ’ 1000 2 ”"’ 1000 " 


là một cấp số nhân lùi vô hạn với công bội 


<7 = 


1000 


4. a) Chứng minh bằng quy nạp : u n > 0 với mọi n. (1) 

- Với n = 1, ta có Mị = 1 > 0. 

- Giả sử (1) đúng với n = k > 1, nghĩa là u k > 0, ta cần chứng minh (1) 
đúng với n = k+ 1. 

_ , 2u k +3 + 3 _ 

Ta có U k+Ị = * ■ Vì u k > 0 nên u k+ỉ = * '■ > 0. 

T z T 

- Kết luận : u n > 0 với mọi n. 
b) Đặt lim u n = a. 

2u + 3 _ _ 1 - + 3 ^ _ 2a + 3 /r ■ 

M„. 1 = — ” _ => lim , I = lim— - => a = - => a = ±V3. 


u n + 2 


u n +2 


a + 2 


Vì u n > 0 với mọi n, nên lim« rt ' = a > 0. Từ đó suy ra limM rt = v3. 

5. Xét dãy số (v n ) với v n = M - u n . 

u n < M với mọi n => v n > 0 với mọi n. (1) 

Mặt khác, limv„ = lim(M - u n ) = M - a. (2) 

Từ (1) và (2) suy ra M - a >0 hay a <M. 

6. Mỗi khi chạm đất quả bóng lại nảy lên một độ cao bằng J- độ cao của lần 

rơi ngay trước đó và sau đó lại rơi xuống từ độ cáo thứ hai này. Do đó, độ 

dài hành trình của quả bóng kể từ thời điểm rơi ban đầu đến. 

- thời điểm chạm đất lần thứ nhất là dị = 63 ; 

- thời điểm chạm đất lẩn thứ hai là d-)= 63 + 2.Ệị ; 

z 10 

- thời điểm chạm đất lần thứ ba là d 3 = 63 + 2.^ + 2.—^r ; 
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63 . 63 . 63 


- thời điểm chạm đất lần thứ tư là d 4 =63 + 2.— + 2.—— + 2. 

10 10 2 


10 


3 ’ 


- thời điểm chạm đất lần thứ n (n> 1) là 

, „ , n 63 , , 63 , . „ 63 

í/*, — 63 ■+■ 2.—— ■+■ 2.——r- + ... + 2. 




10 10 z 10' 

(Có thể chứng minh khẳng định này bằng quy nạp). 

Do đó, độ dài hành trình của quả bóng kể từ thời điểm rơi ban đầu đến khi 
nằm yên trên mặt đất là : 

_ 63 , . . 

+ ... + 2.-— + ... (mét). 

10" -1 


d= 63 + 2,-ẵ + 2.—^ 


10 


10 


Ó3 63 63 

Vì 2.-7^-,2.— —,...,7.. - ,... là một cấp số nhân lùi vô hạn, công bội q = -Ị-, 


10 ’ - 10 2 


10 


73-1 


10 


2 . 


63 


_■ . „ 63 63 _ 63 -10 

nên ta có 2.TT + 2.+ ... + 2. . + ... = 1U - 


10 


10 ' 


10 


n -1 


‘-Ĩ0 


= 14. 


Vậy, d= 63 + 2.^ + 2.-^- + ... + 2.-^7 + ...= 63 + 14 = 77 (mét). 

10 10 2 10” -1 

7. Hướng dẫn : Chọn hai dãy số có số hạng tổiig quát là a n = y— và 

+ . Tính và so sánh lim f(a n ) và lim f{b n ) để kết luận về giới 

hạn của f(x) khi X — > 0. 


8. 

a) -3; 

b) 6 ; 

c) +00 Ị 

d) - 00 . 

9. 

a)4 ; 

b)l ; 

c)2 ; 

d)i; 


Ị 

m — \ 

x(x 2 + 1- X 2 

) 


e) lim xị 

\lx 2 + 1 -x\ 

= lim V -- 

- = lim - 


JC-»+00 \ 

ì 

Jx 2 + 1 + X 

jr-»+ao 


x.ịl + 


+ X 


= lim 

»+00 


1 ■+-y + 1 

X 


Ị_ 

2 
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f) 


lim 

X —> 2 + 


\ 


w -4 


X - 2 




= lim 

x->2 + 


1 - (JC + 2) 

Jt 2 - 4 


= lim 


—JC — 1 


= - 00 . 


*->2 + X -4 


10. Chẳng hạn/(jc) = 


2x 2 +1 

(X -1) 2 ' 


Dễ dàng kiểm tra được rằng /( x) thoả mãn các 


điều kiện đã nêu. 


11. Hàm số liên tục trên R. 


12. Hướng dẫn : Chẳng hạn xét /( x) = -Ị 


X 2 , 
X - 1, 


nếu X>0 
nếu X < 0. 


13. Hướng dẫn: 

a) Xét hàm số fix) = X 5 - 5x -1 trên các đoạn [-2; -1], [-1 ; 0] và [0; 3]. 

b) Xét hàm số f(x) = m(x - l) 3 (jc 2 - 4) + X - 3 trên eác đoạn [-2 ; 1], [1; 2]. 

c) Xét hàm số /( x) - X - 3x - m trên các đoạn [-1; 1], [1; 2]. 

14. a) Với X * 2 ta có x — 1 = 0 o Jt 3 + 8jt + 1 =0. 

X — 2 

Vì JC 3 + 8 jc + 1 >0 với mọi X e (1 ; 3) nên phương trình JC 3 + 8 jc + 1 = 0 
không có nghiệm trong khoảng (1 ; 3). Do đó, phương trình f(x) = 0 không 
có nghiệm trong khoảng này. 

b)/(jt) là hàm phân thức hữu tỉ, nên liên tục trên (-00 ; 2). Do đó, nó liên 
tục trên [-3 ; 1]. 


Mặt khác,/(-3)/(l) = -100 < 0. 

Do đó, phương trình f(x) = 0 có nghiệm trong khoảng (-3 ; 1). 

15. Xét hàm số gột) =/( x) -/(X +-y). 

Á* 

Ta có g(0) =/(0) -/(0 +ị) =/(0) -fd). 


g{\) 1 ) =f{\) -m 


(vì theo giả thiết/(0) =/(!)). 
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Do đó, g( 0) g(I)= [m -f(ị )] mị ) -ẪO )}=- [M)] 2 ^ 0. 

- Nếu g{ 0) g(^) = 0thìx = 0 hay X = Ịr là nghiệm của phương trình g(x) = 0. 


-Nếug(0)g(ỉ)<0. 


( 1 ) 


1 

Vì y =f{x) và y =jịx +^~) đều liên tục trên đoạn [0 ; 1], nên hàm số y = g(x) 


cũng liên tục trên [0; 1] và do đó nó liên tục trên 


0; 2 


( 2 ) 


Từ (1) và (2) suy ra phương trình g(x) = 0 có ít nhất một nghiệm trong 
khoảng (0 ; ị). 

Kết luận : Phương trình g(x) = 0 hay f(x) - f(x +-Ì) = 0 luôn có nghiệm 
trong đoạn [0 ; )r]. 

Đáp án Bài tập trắc nghiệm 

I 

16. (C). 17. (B). 18. (C). 19. (D). 20. (A). 

21.(9). 22. (B). 23. (B). 24. (D). 25. (D). 
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hương V. ĐẠO HÀM 


§1. Định nghĩa và ý nghĩa của đạo hàm 

A. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 

1. Định nghĩa 

Cho hàm số y =f(x) xác định trên khoảng (a ; b), Xq e (a ; b), Xq + Ax e (a ; b). 
Nếu tồn tại, giới hạn (hữu hạn) 

lim /(■*0 + A*) - /c*ọ) 

Ax— >0 Ax 

được gọi là đạo hàm của/Oc) tại JC 0 , kí hiệu là/X*o) hay /(xq) 

2. Quy tắc tính đạo hàm bằng định nghĩa 

Bước 1 : Với Ax là số gia của đối số tại Xq, tính 
Ay =f(x 0 + Ax) -f(x ữ ); 

Av 

Bước 2 : Lập tỉ số -ý- ; 

Ax . 

Bước 3: Tính lim ệt. 

Ax-+0àx 

^ Chú ý : Trong định nghĩa và quy tắc trên đây, thay x 0 bởi * ta sẽ có định nghĩa và 
quy tắc tính đạo hàm của hàm số y =f[x) tại điểm X e (a ; b). 
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3. Quan hệ giữa tính liên tục và sự có đạo hàm 


/00 có đạo hàm 

|=> 

/( x) liên tục 

tại*o 


tại JC 0 


4. Ý nghĩa hình học của đạo hàm 

Nếu tồn tại, f(x 0 ) là hệ số góc của tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = f(x) tại 
Mq (jc 0 ;/(-%))• Khi đó phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại Mq là 

y-yo =f( x o) ( x - x o)- 

5. Ý nghĩa vật lí của đạo hàm 

v(0 = s’(0 là vận tốc tức thời của chuyển động s = s(t) tại thòi điểm t. 

B. VÍ DỤ 


• Ví dạ 1 


Bằng định nghĩa, hãy tính đạo hàm của hàm số y = \Ỉ2x — 1 tại XQ = 5. 


/-t • 9 * 

Giai 

Tập xác định của hàm số đã cho là D = |jc I X > 

• Với Ax là số gia của đối số tại JC 0 = 5 sao cho 5 + Ax € D, thì 
A y = ^/2(5 + Ax) - 1 - -v/io - ĩ. 


• Ta có 


A y _ yị9 + 2Ax - yỊẸ 
Ax Ax 


• Khi đó 


(V9 + 2Ajc - 3)(V9 + 2Ãx + 3) 


y'(5) = lim = lim ^—— 

Ax->0 Ax Ax->0 Ax(\9 + 2Ax + 3) 

.. 9 + 2Ax - 9 .. 2 

= lim ——===—— - lim , - 

Ax->0 Ax(\l9 + 2Ax + 3) Ax->0 V 9 + 2Ax + 3 


Ị_ 

3 
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• Ví dụ 2 


Cho hàm số 


y = 


2 

X + X 

X - 2 


(V) 


a) Hãy tính (bằng định nghĩa) đạo hàm của hàm số đã cho tại X 

b) Viết phương trình tiếp tuyến của (^) tại điểm /4(1 ; -2). 


= 1 . 


Giải 


a) Với Ax là số gia của đối số tại X = 1, ta có 

.2 


Vậy 


_ (1 + AxỴ + (1 + ầx) 1 + 1 
y ~ l + Ax-2 1-2 


1 + 2 Ax + Ax + 1 + Ax 
Ax - 1 


+ 2 


2 + 3Ajc + Ax 2 + 2Ax - 2 5Ajc + ầx 2 


ầx -1 

Ay _ 5 + Ax 
Ax Ax -1 

lim £ = lim.= -5. 

Ax—>0 Ax Ax—>0 Ax - ỉ 

y \D = -5. 


Ajc - 1 


b) Phương trình tiếp tuyến của (*<í) tại /4(1 ; -2) là 


hay 


y + 2 = —5(x - 1) 
ỵ = -5x + 3. 


• Ví dạ 3 


Chứng minh rằng hàm s ốf(x) = 


(x - l) 2 , nếu x > 0 
(X + ỉ) 2 , nếu 2 : < 0 


không có đạo hàm tại X = 0, nhưng liên tục tại đó. 
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Giải 


a) Ta có /(0) = 1. 

Trước hết, ta tính giới hạn bên phải của tỉ số — 0 ^ • Ta có 

/(*) - /(0) _ (* - l) 2 - 1 

X - 0 X 

X 2 - 2x 


do đó 


= X - 2 (với X * 0), 


lim ỈQ { (Q) = lim (x - 2) = -2. 

x->0 + * “ 0 *->0 + 


Sau đó ta tính giới hạn bên ưái: 


hííiĩii 

JC—>0 0 X —>0 x 

= lim (x + 2) = 2. 

Jt—»0 _ 

r / V r / f\\ 

Vì giói hạn hai bên khác nhau nên không tồn tại giới hạn của tỉ số 1—L —_— 

Xr v 

khi X —» 0. Điều đó chứng tỏ hàm số y = f{x) không có đạo hàm tại 

JC = 0. 


b) Vì lim f(x) = lim (x - lf = 1, 

*->0 + jt->0 + 

lim f{x) = lim (jc + l) 2 = 1 

X— >0~ X— >0“ 

và /(0) = 1 nên hàm sốf(x) liên tục tại X = 0. 


• Ví dạ 4 _ 

Chứng minh rằng hàm số y = g(x) = 


không có đạo hàm tại X = 0. 


cos X, nếu X > 0 
- sin X, nếu X < 0 


13. BT ĐS&GT 11 - A 
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Giải 


Vì lim g(x ) = lim C 0 SJC = 1, 

*->0 + x->0 + 

lim g(x) = lim (-sin Jt) = 0, 

X—>0~ x—>0~ 

g(0) = cosO = 1 

nên hàm số y = g(x) gián đoạn tại X = 0. 

Do đó hàm số này không có đạo hàm tại điểm X = 0. 


c. BÀI TẬP 


1.1. Sử dụng định nghĩa, hãy tìm đạo hàm của các hàm số sau : 


a) ỵ = 3x - 5 ; 

c) ỵ = 4x - X ; 
. „ _ 1 


b) y = X “ 9 ; 
d) ỵ = yfĩx + 1 ; 


1.2. Cho/ột) = 3x 2 -4x + 9. Tính/’(1). 

1.3. Cho f(x) = Sin2jc. Tính /' 


^ 7Ĩ ^ 


v4y 

1.4. Cho/W = ựx^ĩ. Tính/'(0),/'(l). 

8 

1.5. Cho (pỤ .) = —. Chứng minh rằng 0(-2]) = 2). 

X 

1.6. Chứng minh rằng hàm số y = \x - l| không có đạo hàm tại X = 1, nhưng 
liên tục tại điểm đó. 


1.7. Chứng minh rằng hàm số 

1, nếu X > 0 
0, nếu X = 0 
-1, nếu X < 0 

không có đạo hàm tại X = 0. 


y = sigiư = \ 
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1.8. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị của các hàm số 

a) y = —— — 4 -t— ^ tại điểm có hoành độ X = 0 ; 

X + 2 

b) y = X* - 3x 2 + 2 tại điểm (-1 ; -2); 

c) y = \Ỉ2x + ĩ, biết hệ số góc của tiếp tuyến là ]r. 

§2. Các quy tốc tính đạo hàm 


A. KIẾN THỨC CẦN NHÓ 

1. Công thức 

(cỴ = 0 (c = const); 

Ot”)’ = nx n 1 (n € N , X € R); 

{4xỴ - —(x > 0). 

2 yjx 


2. Phép toán 

(ơ + V - HO' = ư + V' - w ; 

iựvy = ưv + ƯV '; 

{kUỴ = kư (k = const); 

(uy U'V-UV' 

V = - „9 (y * °); 

V) v 2 

1Ỵ = V’ 
v) V 2- 

3. Đạo hàm của hàm hợp 
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B. Vì DỤ 



Giải 

Áp dụng các công thức và phép toán đạo hàm ta được : 
y' = (4;t 3 - lx 2 - 5x)' (x 2 - Ix) + (4.X 3 - 2x 2 - 5x) (x 2 - IxỴ 
= (12jc 2 - 4x - 5) (x 2 - Ix) + (4x 2 — 2x 2 - 5x) (2x - 7) 

= 12x 4 - 84;t 3 - 4x 2 + 2Sx 2 - 5x 2 + 35x + &X 4 - 2&t 3 - 4x 2 + I4x 2 - lOtc 2 + 35x 
= 20x 4 - 120x 3 + 21X 2 + 70x. 
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* 2 ' 
Giai 


Áp đụng quy tắc tính đạo hàm của một thương, ta được 
(— X 2 + 2X 4- 3) (x 3 - 2) — (— X 2 + 2x + 3)(x 


y' = 


- 2 )' 


Vậy y' = 


• Ví dụ 4 


(X 3 - 2) 2 

(~2x + 2)(x 3 - 2) - (-X 2 + 2x + 3).3x 2 

(x 3 - 2) 2 

-2x 4 + 2x 3 + 4x - 4 - (-3x 4 + 6x 3 + 9x 2 ) 

(X 3 - 2) 2 
X 4 - 4x 3 - 9x 2 + 4x - 4 


(X 3 - 2) 2 


Tìm đạo hàm của hàm số 


= (x - 2)V 


X + 1 . 


Giải 

y' = (x- 2)' Vx 2 + 1 + (x-2) ÍVx 2 + 1Ị = Vx 2 + 1 + 


(x-2)(x 2 +1)' 


2V 


X +1 


Suy ra 


= >/x 2 + 1 + 


x(x - 2) _ 2x 2 - 2x + 1 




X + 1 


V 


X + 1 


c. BÀI TẬP 


Tìm đạo hàm của các hàm sô'sau (2.1 —2.11) 


2.1. 

<N 

X 

1 

cn 

1 

*n 

X 

1! 

2.2. 

y = -9x 3 + 0,2x 2 

2.3. 

2 4 5 

y= * — + 3 

X X X 

2.4. 

y = -óVx + —. 

X 


X 

2 


Ix 


4 • 
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2.11. )’= V Jf 3 - 2x 2 + 1. 

2.12. Rút gọn 

7 \ 

, _ * -1 . 2 
/(-*) - / Ị— \ + 1 • /— . • 

2^-v/jc + lj 1 a/* + 1 
và tìm/'(*)• 

2.13. Cho /( x) = X 5 + X 3 - 2x - 3. Chứng minh rằng 

/’(l)+/'(-l) = -4/(0). 

2.14. Cho/(jc) = 2 jc 3 + X - y/ĩ, g(x) = 3x 2 + X + yjĩ. 

Giải bất phương trình f\x) > g\x). 

2 

2.15. Cho/(jf) = 2x 3 - X 2 + \Ỉ3, g(x) = x 3 + —— \Ỉ3 . 

Giải bất phương trình f'(x) > g'(x). 

7 X 2 X 3 

2.16. Cho f(x) = —, g(jf) Giải bất phương trình f(x) < £’(•*)• 

X 2 3 

2.17. Tính/X-l), biết rằng/(jc) = 4 + 2. + -L 

-* X X 

2.18. Tính g'(l)> biết rằng g(x) = -^ + -4= + X 2 . 

x yjx 
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2.19. Tính h'{ 0), biết rằng h{x) = -ị = . 

V4- X 2 

2.20. Tính <p'( 2), biết rằng 0 **) = - 2) f - • y) . 

X 2 

2.21. Chứng minh rằng nếu S(r) là diện tích hình tròn bán kính r thì S{r) là chu vi 
đường tròn đó. 

2.22. Chứng minh rằng nếu V(R) là thể tích hình cầu bán kính R thì V'(R) là diện 
tích mặt cầu đó. 

2.23. Giả sử V là thể tích hình trụ tròn xoay với chiều cao h và bán kính đáy r. 
Chứng minh rằng với r là hằng số thì đạo hàm V'(h ) bằng diện tích đáy 
hình trụ và với h là hằng số thì đạo hàm V( r ) bằng diện tích xung quanh 
của hình trụ. 


§3. Đạo hàm của các hàm sò lượng giác 

A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

,. sin* 
lim —— = 1 . 

X —>0 X 

(sinx)’ = cosjc ; (cosjt)' 

(tanx)' = — -r —; (cotx)' 

cos 2 X 

B. VÍ DỤ 



= -siruc. 

_ 1 

sin 2 X 
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/1 _• 21 

Giai 


a) Ta có y' = 3cos3;c - -ịsin4 + 


5 5 2 VWV7 


b) Ta có y = ( X 2 - 5* + 1)' cos (x 2 - 5x + 1) + 




2 a 
cos — 

X 


- {2x - 5) cos(;t - 5x + 1) 


a 


2 _ 2 a 

X cos — 

X 


Ví dụ 2 _ 

Tìm đạo hàm của các hàm số 


a) ỵ = sin 


1 


.2 ’ 


b) y = V* cot2;c ; 

c) y = 3sin 2 ;c cos* + cos 2 *. 


• 2 ' 
Giai 

1 


a) y = 


b) y = 


c) y = 


( . n 


f 1 ì 

sin \ 

- 

2 

V X ) 


u 7 


cos 


2 1 
-^rCOS 


2 * 


(\Z*)'cot2;c + yfx(cot 2 x)' = —^=cot2;c 

2 y[x 

3(sin;c)'cos;c + 3sin 2 ;c (cos*)' + (cos 2 *)' 

. 2 .3 

ósirutcos X - 3sin X - 2cos;tsinjt 
sirư (6cos X - 3sin X - 2cosjr). 


2 y[x 
sin 2 2 x 


c. BÀI TẬP 


Tìm đạo hàm của các hàm sô'sau (3.1 -3.15) : 


ì.l. y=v 


y=vtan X. 


3.2. y = 


( n _ r 7 
cos -7 -5x 

v° J 
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2 2 

3.5. y = tan X - cotx . 

3.7. y — Vx H— J= + 0,1a^. 

yjx 

3.9. =£221i!H£. 

1 - cos Ộ 2 

3.11. y = (3 - siiu) 3 . 

3.13. y = Vl + 2 tan X. 


cost 

3.6. /(f) = , /_ tại t = 

J 1 -sũư 

2jf 2 + X + 1 

3.8. y = ' • 

X 2 - X + 1 

3.10. )> = (1 + 3* + 5* 2 ) 4 . 

1 

3.12. y = sin 3x H-—— 

cos 2 JC 

3.14. y = cotyỊỉ + x 2 . 


3.15. y = V* + V* + V*. 

3.16. Cho/(x) = 5 jc 2 - 16Vĩ + 7. Tính/'(l),/’(4),/f J . 

V 4 / 

3.17. Giải phương trình f'(x) = 0, biết rằng 

a) /(x) = 3x + ^- Ệ^ + 5; 

x jr 

,, „ A sin3x _ /r( . „ , cosSx^l 

b) /(jc) =—+ cosjc-V3 sinxH— ~ . 

3 3 ) 

3.18. Giải các bất phương trình 

a) /'(jt) > 0 với /(*) = Ậx 7 - ^Jt 4 + 8x - 3 ; 

b) g\x) <0 với g(x) = - ~ 5*2 - ; 

c) ọ'(x) < 0 với ạ>(x ) = 

X 2 +1 
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3.19. Xác định m để bất phương trình sau nghiệm đúng với mọi X e R : 


a) /'00>0 với /00 = —— 7>x 2 +mx-5‘, 

_ . .. mx 3 mx 2 . .... . .... 

b) g(r)<0 với g(x) = —ị - ~Ỷ~ + (m + Ì)* - 15. 


3.20. Chứng minh rằng/'00 = 0 Vjc e R, nếu : 


a) /00 = 3(sin 4 x + cos 4 *) - 2 (sin 6 * + cos 6 *) ; 

b) /00 = cos 6 * + 2sin 4 ;t cos 2 * + 3sin 2 ;t cos 4 * + sin 4 *; 


c) /00 = 



f n ^ 




( ^ 

n 


í 371^1 

= cos 

X - — 

cos 

X + -7 

+ cos 

X + -7- 

cos 

Jt + - 7 - 


3 

^ D ) 


l 4 J 


l 6 j 


l 4 J 


d)/00 = cos 2 X + cos 2 


^2ti 

\ 

2 

^271 

\ 


+ X 

+ cos 


- X 

V 3 

) 


^ 3 

) 


3.21. Tìm/’(l),/X2),/’(3) nếu 

fự) = ự- ỉ) (x - 2) 2 (x - 3Ỷ. 

3.22. Tìm/'(2) nếu 

/00 = jf 2 sin(jc - 2). 

3 2 

3.23. Cho V = í- + í- - 2 jc. 

'32 

Với những giá trị nào của X thì: 

a) /00 = 0 ; b) /00 = -2 ; c) /00 = 10 ? 

Tìm đạo hàm của các hàm số sau (3.24 -3.40): 

3.24. y = a 5 + 5a 3 x 2 - X 5 . 3.25. y = (x - à) (x - b). 

3.26. y = ^ỉ-. 3.27. y = (x + 1) (x + 2) 2 (x + 3) 3 . 

a + b 


3.28. y = (jcsina + cos a) (xcosa - sina). 3.29. y = (1 + nx m ) (1 + mx n ). 
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3.30. y = (1 - jc) (1 - X 2 ) 2 (1 - x^ỷ. 


3.31. y = 


ỉ + X - X 
1 - X + x‘ 


3.32. y = 


(1 - x) 2 ạ + xÝ 


3.33. y = 


(2-x 2 )(3-x 3 ) 

(1 - X) 2 


3.34. y = xyj 1 + X 2 . 


3.35. y = 


.[ 3 - u 

sa - X 


3.36. y = (2 - X ) cosx + 2jcsiru. 


3.37. y = sin(cos 2 jc). cos(sinx), 


3.38. y 


sin A - xcosx 

C0SJC + AisinA: ’ 


XX 

3.39. y = tan-r - cot-^-. 
J 2 2 


1 , 1 s 

3.40. y = tan - 2 tan x + 5 tan x ' 


§4. Vi phân 


A. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 


Định nghĩa 

Cho hàm số y =f{x) xác định ữên (a ; b) và có đạo hàm tại X e {a ; b). Giả sử 
Ax là số gia của X sao cho X + ầx e (a ; b). 

Tích f'(x)Ax (hay y'.Ax) được gọi là vi phân của hàm số f(x) tại X, ứng với 
số gia Ax, kí hiệu là df(x) hay dy. 

r Chú ý: Vì dx = Ax nên 

dy = df{x) =f'(x)dx. 
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B. VÍ DỤ 


• Ví dụ 1 - 

Tìm vi phân của các hàm số 

a) y = sin* - xcosx ; 

b) y = T 

X 

• 9 * 

Giai 

a) Ta có ỷ = C0SJC - C 0 SJC + xsinx = jcsinjc, 
do đó dy = (jcsiru)í/x. 

. 3 

b) Vì y' = —-r nên ta có 

* 4 

3 dx 



Giai 


Ta có 


d(sin;t) _ (sinjc)’í£t _ cosx 
d(cosx) (cosxỴdx -sin Jt 


-cot JC 


X * kỊ-.k e z . 
2 ) 


c. BÀI TẬP 


4.1. Cho hàm số 

f(x) = JC 3 - 2x + 1. 

Hãy tính A/(l), df( 1) và so sánh chúng, nếu 

a) Ajc = 1 ; 

b) Ax = 0,1 ; 

c) Ax = 0,01. 
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Tìm vi phân của các hàm sô'sau (4.2 —4.5) : 


4.2. 


y 


1 



4.3. 



X + 2 

X -1 


4.4. y = sin X. 


tan-v/x 
4.5. y = — J=—. 

\X 


4.6. 


Tìm 


úf(tan x) 
d (cot x) ’ 


4.7. Chứng minh rằng vi phân dy và số gia Ay của hàm số y = ax + b trùng nhau. 

4.8. Chứng minh rằng với Ixl rất bé so với a > 0 (Ixl < a) ta có 

V ~~2 X , „ 

a + X & a + ——- ( a > 0). 

2 a 

Áp dụng công thức trên, hãy tính gần đúng các số sau : 
a) VĨ46 ; b) yỈ34 ; c) VĨ2Õ. 


§5. Đạo hàm cấp hai 

A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


1. Định nghĩa 

Giả sử hàm số f(x) có đạo hàm /’(*). Nếu /’(*) cũng có đạo hàm thì ta gọi 
đạo hàm của nó là đạo hàm cấp hai của f(x) và kí hiệu là f"(x ): 


Tương tự 

ự"(x)Y=f"(x)hoặcf i3 \x) 

(/ n ~ l \x)Y =/ n \x ); n e N* 

ở đây kí hiộu /°\x) = f(x ); / n \x) là đạo hàm cấp n của hàm sô f(x). 
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2. Ý nghĩa cơ học của đạo hàm cấp hai 

Đạo hàm cấp hai f"(t ) là gia tốc tức thời của chuyển động s = /(í) tại thời 
điểm t. 


B. VÍ DỤ 


Ví dụ 1 


Tính y", biết rằng 


a) y 

b) y 


= Wĩ 


JCV1 + X 

tan X. 


• 9 * 

Giai 


a) 


= 7Ĩ 


2 

+ X + 


X 2 _ 1 + 2x 2 

\[ỉ + Vl + JC 2 


4 WĨ77 - x(1 + 2x ) 


? = 




+ x‘ 


1 + X 

Ax{\ + X 2 ) - x(ỉ + 2x 2 ) 
(1 + x 2 )\l 1 + X 2 


JC(3 + 2 x L ) 


(l + x 2 )yjl + x 2 


b) y = 


1 


cos 2 X 


; suy ra 


2 _ 

(cos xỴ _ 2cosjcsinjc 

y ' A A 


_4 v 

cos X 


í 


_4 , 

cos X 


2sinjc 
~3 " 

cos JC 


V 


X * ^ + kn, k e 


suy ra 


Ví dụ 2 


Cho/ột) = (2x - 3) 5 . Tính/"(3),/"’(3) 


206 



Giải 


Ta có /•(*) = 5.2 (2x - 3) 4 = 10 ( 2x - 3) 4 . 

/"(*) = 80 (2* - 3) 3 ; 

/"'(*) = 2.240 (2* - 3) 2 = 480 (2x - 3) 2 . 

Từ đó /"(3) = 80.3 3 = 2160 ; 

/ m (3) = 480.3 2 = 4320. 


c. BÀI TẬP 


I 

Tìm đạo hàm cấp hai của các hàm số sau (5.1 - 5.12) : 


5.1. y = sin5;ccos2;c. 


5.3 y — 


x 2 -l 


5.2. y = 


5.4. y = 


2 ^ + 1 


X 1 + X - 2 


X +1 

X - 2 


2 

5.5. y = X sin*. 


5.7. y = (1 - * )cos*. 


5.6. ;y = Wl + X' 
5.8. y = V*. 


5.9. y = sinx sin2* sin3*. 


5.10. y = 


1 - * 


5.11. y = *cos2*. 


5.12. y = 




Bài tập ôn chương V 


1. Tìm dạo hàm của các hàm số sau 

2 

a) y = *cot *; 
c) y = (sin2* + 8) 3 ; 



sin V* 

___ • 

cos3* 


d) y = (2* 3 - 5)tanx. 



2 . 


Tun đạo hàm của hàm số tại điểm đã chỉ ra : 

t m 

yjx + 1 


a )/(*) = .—— - > 

yịx + ỉ +ỉ 

b) y = (4* + 5) 2 , 

c) g(x) = sin4* cos4jc, 


/'(0) = ? 


>'( 0 ) = ? 


g 


f n'' 

V 3 V 


.. 7 


3. Chứng minh rằng/'(*) > 0 V* e R, nếu 

a )/(*) =^-jc 8 9 - X 6 + 2jc 3 - 3x 2 +6 x - 1; 
b)/(jt) = 2x + sinx. 

4. Xác định a đểf'(x) > 0 Vjc e R, biết rằng 

f(x) = + (a - 1 )jc 2 + 2jc + 1 


5. Xác định a để g'(x) > 0 Vjc e R, biết rằng 


^ Ị 


1 . 


g(x) = sinjc - ứsin2jc - Ỷ sin3jc + 2ax. 


6. Tim hộ số góc của tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = tan* tại điểm có hoành 

độ*o= 4* 


7. Trên đường cong y = 4x - 6 x + 3, hãy tìm điểm tại đó tiếp tuyến song 
song với đường thẳng y = 2 x. 

8. ĐỒ thị hàm số y = -j=sin3* cắt trục hoành tại gốc toạ độ dưới một góc bao 

v 3 

nhiêu độ (góc giữa trục hoành và tiếp tuyến của đồ thị tại giao điểm) ? 

9. Cho các hàm số 


/(*) = * 3 + bx + cx + d ; (' ìo) 


g(x) = * - 3* - 1. 
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a) Xác định b, c, d sao cho đồ thị (*8) đi qua các điểm (1 ; 3), (-1 ; -3) và 




T 

V 3 V 


5. 

3’ 


b) Viết phương trình tiếp tuyến của (9ề) tại điểm có hoành độ = 1 ; 


c) Giải phương trình /'(sin?) = 3 ; 

d) Giải phương trình /"(cos?) = g'(sint) ; 

e) Tìm giới hạn lim „ ,/“■'õ_\ , -3 ■ 

z-/o g (sin 3z) + 3 


10. Chứng minh rằng tiếp tuyến của hypebol y 
độ một tam giác có diện tích không đổi. 


ơ 


lập thành với các trục toạ 


11. Chứng minh rằng nếu hàm số/(z) có đạo hàm đến cấp n thì 


[f(ax + b)p = a n f\ n) {ax + b). 


LÒI GIẢI - HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ CHƯƠNG V 


§ 1 . 


1.1. a) / = 3 ; 


d) y' = 


_ t 

+1 ’ 


1 . 2 . /’(!) = 2 . 


1.3. /' 


/ 7 


= 0 . 


b) y' = 2 x ; 


e) y' = 


-1 


(x - 2ỹ 


1.4. /'(0) = i ; không có/’(l) 


c ) y' = 4 - 2x ; 


14. BTĐS&GT1Í-A 
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1.5. (p\x ) = — -T- nên <p'(-2) = (p\ 2) = -2. 

JT 

1.6. HD. Xem Ví dụ 3. 

1.7. HD. Xem Ví dụ 4. 

1 o .35. 

1.8. a) y = 7* + 2 ; 

b) y = 9jc + 7 ; 


§ 2 . 


2.1. ý = 5jc 4 - 12x 2 - 2x + ị 


2.2. / = -27* + 0,4* -0,14. 


2.3. / = -^- + 


2 8 15 24 


+ 


X 2 X 3 * 4 7* 5 


2.4. y' = 


V* X 2 


2.5. y' = -16* 3 + 108* 2 - 162* - 2. 


2.6. y' = 


11 


(* + 4) 


2 • 


2.7. y' = 


—X + 4-X + 1 

(x-2) 2 ■ 


2.8. y' = 2x (X 3 + l) 2 (X 4 + l) 3 + 6* 2 (x 2 + 1) ( X 3 + 1) (. X 4 + l) 3 

3 2 


+ 12* J (* z + 1) (* J + l) 2 (* 4 + 1) 


/• 


2.9. / = 3 


* 5 - 


\2 


/ 




4~x 


X) 


rà 3 
5x + 


\ 


V 


2V? 
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14. BTĐS&GT11-B 



2.10. y' = -4 


í 


b c 




V 


ữ + — H -T 

X -2 


-X y 


ố . 2c 
+ 


\ 


2 3 

V* ry , 


2 . 11 . / = 


3x - 4 jc 


2>/* 3 - 


2jt + 1 


2 .12. f(x) = —ậ—\ /'(•*)=- 8 * 

X 2 - 4 (jr - 4) 2 

2.13. Bạn đọc tự chứng minh. 

2.15. (-00 ; 0) u (1 ; +oo). 


2.14. (-00 ; 0) u (1 ; +oo). 
2.16. [-1 ; 0). 


2.17. -6. 


2.18. ị. 



2 . 20 . 


3 

2 ' 


2.21. Vì S(r) = nr 2 nên S'(r) = 2nr là chu vi đường tròn. 


2.22. Vì V(R) =ịnR 3 nên V\R) = 4nR 2 là diện tích mặt cầu. 

2.23. Vì V = %r 2 h nên 

v\h) = nr 2 là diện tích đáy hình trụ ; 

v\r) = 2 nrh là diện tích xung quanh của hình trụ. 


§3. 


3.1. y' = 


3 tan X 


2cos i xVtan J X 
10 sin 


3.2. y' - 


f 71 ^ 

— - 5x 

. V 6 y 


í 


cos' 




71 

— - 5x 

V 6 y 
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3.3. y' = 


2 2 2 
2x cosx - sin* 


sin 


3.4. y' = 


X + 1 


(JC + 1) 


2 • 


- _ , 2sin* 2x 

3.5. y = " + 


3 ' -2 2 ■ 
cos X sin X 


3.6. /'(/) = 


-sin/(l - sin/) + cos 2 / 
(1 - sin/) 2 


1 


1 - sin/ 


3.7. y' = 


JỊ_Ị_ 

2V* 2x'Ịx 


1 9 

+ X 


—3x + 2x + 2 

3.8. y = , 7 9 • 

(Jt 2 - * + l) 2 


3.9. *■(?) = 


cos^> - sin^> - 1 

(1 - COSỘ?) 2 


2s3 


3.10. y' = 4(1 + 3x + 5* r (3 + 10*). 

3.11. y’ = -3(3 - sinx) 2 cosx. 

, , 2 sin* 

3.12. ỵ = 3sin6* + - 


_3 . 
cos X 


3.13. ỵ' = 


1 


Vl + 2 tan*. cos 2 X 


3.14. / = 


—X 


Vĩ + X 2 sin 2 Vl + *' 


3.15. y' = , 1 = 

2\jx + \Ịx + Vĩ 


1 + 


( 


2 V* + V* 


1 + 




3.16./'(1) = 2, 


/X4) = 36, 


/■ 




( 

Do đó /’ 

V 


1 ) 

2 yfx J 

27 
2 • 
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3.17. a) {±2, ±4}. 


b) < n + kn, S +k 2 ’ * eZ> ’ 

3.18. a) X < ỉ,x>2. 

b) Vô nghiêm. 

J „ 1-VTị. .fi + Vs . _ì 

c) -00 ; Ũ 2 ; +00 . 

V y V ) 

3.19. a) m > 3. 
b) m < 

3.20. Cách 1. Chứng minh các biểu thức đã cho không phụ thuộc vào X. 
Từ đó suy ra/'(*) = 0. 

a) /(*) = 1 =>/'(jc) = 0; 

b) /w = 1 =>/■(*) = 0 ; 

c) /w = ị(V2 - Vỏ) =>/'(jc) = 0 ; 

d) /(*)=| =>/'W = 0. 

Các/i 2. Lấy đạo hàm của/(X) rồi chứng minh rằng/x*) = 0. 

3.21. -8 ; 0 ; 0. 

3.22.4. 

3.23. ý = X 2 + X — 2 

a) -2; 1. 

b) -1 ; 0. 

c) -4; 3. 

3.24. / = lOax - 5jc 4 . 

3.25. ỵ' = 2x - (a + b). 
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3.26. y’ = 


a 


a + b 


3.27. / = 2(x + 2)(x + 3) 2 (3x 2 + Ux + 9). 


3.28. y' - Jtsin2a + cos2a. 


3.29. y' = mn 


x n-l + x m-l +{m + n)x m + n -1 


3.30. y = -(1 - x) 2 (1 - X 2 ) (1 - X 3 ) 2 (l+6x+\5x 2 + I4x 3 ), 


3.31. y' = 


2(1 - 2x) 
(l-x + x 2 ) 2 ' 


3.32. y' = 


1 - X + 4x z 
(1 - Jt) 3 (i + xý 


(bcl * 1). 


_ , 12 - 6jc - 6jc 2 + 2x 3 + 5x 4 - 3x 5 . 

3.33. y =--—===- (* * 1), 

(1 - X) 3 


3.34. y' = 


1 + 2,x 

>F =2 


+ x‘ 


3.35. y' = 


a 


, 2 „2 V Ị ~2 ~2 

(a - X )yja - X 


2 

3.36. y' = X siạv. 

3.37. y' = -sin2jc. cos(cos2jc). 


(\x\ < lal). 


3.38. y' = 


(cosjc + xsin x) 


2 • 


3.39. y' = 


sin 2 X 


(jt * kn, k e Z). 


3.40. y' = 1 + tan 6 jc ,r * (2 k + \)^r,k e z 

V 2 
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§ 4 . 


4.1. A/(l) = Ax + 3(Ax) 2 + ( Ax) 3 , 
df( 1) = Ax. 

a) A/(l) = 5 >df(l) = 1. 

b) A/(l) = 0,131 > df(l) = 0,1. 

c) A/U) = 0,010301 > df{\) = 0,01. 

4.2. dy = — \rdx. 

x i 

3 

4.3. dy =--— —dx. 

(x - ỈÝ 

4.4. dy = (sin2jc)í£c. 

2 y[x - sinÍ2\/jtì 

4.5. dy - —-—-=— v ' dx. 

4xyJxcos 2 \Jx 

2 ( ^ 

4.6. -tan X X * k-4,k e z . 

\ 2 ) 

4.7. y = ax + b => y' = a và dy - adx = aầx ; 

Ạy = a(X + Ax) + b — [ax + b] = aầx. 

Vậy dy = A y. 

4.8. Đặt y(x) = Vớ 2 + X, ta có y'(x) = — , 1 

2\a 2 + X 

Từ đó 

ày = y(x) - y(0) « /(0) X => \la 2 + X & a + 2 ^x. 

Áp dụng : 

a) 12,08 ; b) 5,83 ; c) 10,95. 
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5.1. y = sin5x cos2x = ]- [sin7jc + sin3x] 


y" = -:Ị-(49sin7x + 9sin3x). 


5.2. y = 


2x + 1 11 

7 ^—7 = TT7 + TT^’ do đó 

X 2 + X - 2 * - 1 x + 2 


y =2 


1 1 
(x - l) 3 (x + 2) 3 


5.3. y = 


X _ 1 

?^ĩ“2 


1 1 
~h 


X + 1 X - 1 


. 1 
y =2 


-1 -1 
(x + l) 2 (x - l) 2 


_ (1 

y = 


1 1 
(x + l) 3 (x - l) 3 


e A _ * + 1 . 3 

5.4. y= . = 1 + 


X - 2 


X - 2 


_ _ r 

y = 


-3 


(x - 2)' 


M / 2 \ 

5.5. y = (2 - X )sinx + 4xcosx. 


5.6. y = 


2x J + 3x 


(1 + X 2 )V 1 + X 2 


5.7. _y" = (x 2 - 3)cosx + 4xsinx. 


5.8. y" = 


1 


4xVx 


1 1 1 
5.9. y = -7SĨn2x + -7SĨn4x - -rSĨnóx; 
4 4 4 


y" = -sin2x - 4sin4x + 9sin6x. 
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5 . 10 . y = -X - 1 + ——— ; 

l - X 


y" = 


(1 - xy 


5 . 11 . y" = -4sin2;t - 4jrcos2x 


5 . 12 . /' = 




Bài tập ôn chương V 

1 _N --.2 2;tcos;t 
1. a) cot X -—J— ; 

sin 3 X 

b) C0S £ cos 3x + 6yfx sin V* sin 3* 

2yfx cos 2 3x 

c) 6cos2x (sin2x + 8) 2 ; 


,, 2 1 „_ , 2x - 5 

d) 6x tan X + — 

cos 2 JC 


2. a)ịỉ 


b) 40; 


c) -2. 


3. a )f'(x) = 6(x S - X 5 + X 2 - X + 1) 


= \J\JL — X T A “Ẩ T ì; 

/ 1 \ (2 ^ 

= Ó* 2 X 6 - X 2 + 4 + 3x 2 + 6 —-— X + 1 

l *) l 4 J 

( 1 Ỹ V 

= 6* 2 ;t 3 - 4- + 3;r +6 ị-ỉ > 0, V* e R, 

2 l 2 J 


b)/'(-*) = 2 + cosx > 0, Vjc e R. 


4 . /'(*) = 3 * + 2(a - l)* + 2. 

A' = (a - 1 ) 2 - 6 = ứ 2 - 2a - 5 . Ta phải có 
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A'<0o á 2 -2a- 5 < 0 o 1--V6<ứ<l + V6. 

Vậy f\x) > 0 với mọi xeR nếu 1- -s/ó < a < 1 + -n/ó. 


5. £’(•*) = cosx - 2aco$2x — cosìx + 2a 

= 4asin X + 2siax:sin2x 
2 .2 

= 4asin X + 4sin xcosx 
2 

= 4sin * (ứ + cos*). 

Rõ ràng với a > 1 thì a + cosx > 0 và sin X > 0 với mọi X e R 
nên với a > 1 thì g'(X) > 0, Vx e R. 


6 . 2 . 

7. (1 ; 1). 

8. 60°. 


9. a) c = 2,6 = -1, í/ = 1 

=>f(x) = X 3 - X 2 + 2x + 1 ; 

b )/’(*) = 3x 2 -2x + 2 =>/•( 1) = 3. 
Phương trình tiếp tuyến tại M(1 ; 3) là 
y — 3 = 3Qt - 1) hay y = 3x. 

c)/Xsin/) = 3sin 2 / - 2sin/ + 2. 

/Xsủư) = 3 <=> 3sin 2 / - 2sin/ -1=0 


<=> 


sin/ 

sin/ 


= 1 


1 

3 


/ = 


71 

X + k2n 
2 


t = arcsin 


V 3 y 


+ ấ:2ti 


/ = 71 - arcsin 


V 3 y 


+ k2n (k e Z). 
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d) f"(x) = 6 x - 2 => /"(cosr) = 6cos/ - 2 ; 

g'(*) = 2x - 3 => g'(sữư) = 2sin/ - 3. 

Vậy 6cos/ - 2 = 2sin/ - 3 
o 2sin/ - 6cos/ = 1 

o sin/ - 3cos/ = Đặt tanộ? = 3, ta được 

sin(/ - (p)=\ỹ cos (Ọ = a. Suy ra 

t = (p + arcsin a + k 2 n 
J = 71 + ọ - arcsina + Ic2n (k e Z). 

_ N .. /"(sin5z) + 2 .. 6sin5z 

e ) lim _ ,, ".7 . “ = lim " " 

z-»0 g (sin3z) + 3 2 —>õ 2 sin 3z 

sin5z 

= 5 lim ^ = 5. 
z-»0 sin 3z 

3z 

10 . y = ị^y'(xo)=-ị- 

JC vr 

-*0 


Phương trình tiếp tuyến tại M(x ữ ; y 0 ) là 
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ÔN TẬP CUỐI NĂM 

1. Chứng minh các hệ thức sau : 

a) sina + sin 

sin Aa 


/ 

14 ì 



8 ì 

a + 

— 71 

+ sin 

a 

- —71 

V 

3 ) 


V 

3 J 


= 0 ; 


b) 


cos 2 a f 

= cot 


1+ cos4ứ'1+ cos2ứ 


\ 


3. 

--71 - a 

K 2 / 


2 2 2 ứ - b 

c) (cosa - cos b) — (sina - sinơ) = -4sin ——— cos(ứ + b ) ; 

d) sin 2 (45° + a) - sin 2 (30° - a ) - sinl5°cos(15° + 2a) = sin2a. 
2. Biến đổi thành tích 




( 3 „ ì 


( 5 „ 1 

—h 3 cc 

- sin 


+ cot 


u J 


u J 


u J 


a) 1 + cos 

cos7a - cos8a - cos9a + cosĩOữ 


b) 


sin7a - sin8a - sin9a + sinlOa 

2 , 


c) -cos5ứ cos4ứ - cos4ứ cos3ứ + 2cos 2 a cos a. 

3. Giả sử A, B, c là ba góc của tam giác ABC, chứng minh rằng : 
sinC 


a) 


cos A cos B 


= tan A + tan B ; 


, X • , . rx • ^ „ A B c 

b) sinA + sinB + sinC = 4cos—cos—-cos—- ; 

2 2 2 

N sin A + sin 5 + sinC ,A B 

c ) —- .. — 7 —r-:—— = cot -T- cot —. 

sin A + sinB - sinC 2 2 

4. Cho hàm số y = sin Ax. 

y . . . 71 . 

a) Chứng minh rang sin4(;c + k-ệ) = sin Ax với k e z. 

Á* 

Từ đó vẽ đồ thị của các hàm số 

y = sin4* ; (Ci) 

y = sin Ax + Ỉ. (C 2 ) 

b) Xác định giá trị của m để phương trình 

sin4;c + 1 = m (1) 

- Có nghiệm ; 

- Vô nghiệm. 
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n 


c) Viết phương trình tiếp tuyến của (C 2 ) tại điểm có hoành độ Xq 

5. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 

y = sin 2 X + 4sinjccosjc - 3cos 2 X + 1. 


6. Cho hàm số 


/O) = 


tan X + sin X 
cotx 


0 c ) 


a) Tìm tập xác định của hàm số đã cho. 

b) Xét tính chẵn, lẻ của hàm số. 


c) Biến đổi biểu thức tan - 1 sin - thành tích. 

cot* 


d) Chứng tỏ rằng điểm 


' s ( 71 • thuộc (C). 


V 


3 ’ 2 




7. Giải các phương trình 

a) sin2x = cos 4 -y - sin 4 -y ; 

Á* Á* 

b) 3sin5x - 2cos5x = 3 ; 


r 


c) cos 


V 


71 , c.. 

+ 5jc 

2 


\ 


+ sinx = 2cos3x ; 




d) sin2z + cos2z = v2sin3z. 


8. Giải các phương trình 

a) cos 2 x + cos 2 2x - cos 2 3x - cos 2 4x = 0 ; 


b) cos4x cos(tĩ + 2x) - sin2x cos 


/ 7I V 2 . 

rr - 4x 


sin 4 x ; 


V J 

c) tan(120° + 3 x) - tan(140° - x) = 2sin(80° + 2 x ); 


24 ' 
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d) tan 2 4 + sin 2 •^•tan-^- + cos 2 ^-.cot-í' + cot 2 ị + sin* = 4 ; 

2 2 2 2 2 2 

. sin2f + 2cos 2 1 - 1 

c)-—-= cos í. 

cosr - cos3f + sin3í — sửư 

9. Giải các phương trình 

a) cos(22° - t) cos(82° - 0 + cos(l 12° - t ) cos(172° - t) = ^-(shư + cost) ; 

b) sin 2 (f + 45°) - sin 2 (f - 30°) - sin 15° cos(2f + 15°) = sinót; 

g g 41 

c) sin 2 x + cos 2 x =—^ ; 

128 

d) V4cos 2 ~x + 1 + -\/4sin 2 X + 3 = 4 ; 

e) tan(7icos0 = cot(ĩtsiní). 

\ 

10. Có bao nhiêu số gồm tám chữ số, trong đó có đúng hai chữ số 2 ? 

11. Một tổ có 10 học sinh trong đó có An, Bình, Chi, Dung và Hương. Có bao 
nhiêu cách xếp 10 bạn đó vào 10 ghế sắp thành hàng ngang sao cho An, 
Bình ngồi cạnh nhau và Chi, Dung, Hương cũng ngồi cạnh nhau ? 

12. Một trăm tấm thẻ như nhau được đánh số từ 1 đến 100. Lấy ngẫu nhiên 
một thẻ. 

Kí hiộu A và B là các biến cố 
A : "Thẻ được lấy ghi số chia hết cho 3", 

B : " Thẻ được lấy ghi số chia hết cho 5". 

a) Tính P(A), P(B ); 

b) A và B có độc lập không, vì sao ? 

c) Cũng hỏi như trên nhưng số thẻ là 105 và được đánh số từ 1 đến 105. 

13. Có hai hộp chứa bi. Hộp thứ nhất chứa 1 bi đỏ và 2 bi xanh, hộp thứ hai 
chứa 2 bi đỏ và 1 bi xanh. Từ mỗi hộp lấy ngẫu nhiên 1 bi. Tính xác xuất 
sao cho 2 bi lấy ra cùng màu. 

14. Tìm cáp số cộng ứj, a 2 , ứ 3 , a 4 , a 5 , biết rằng 

ứ 1 + a-Ị + a 5 = -12 và U1U3U5 = 80. 
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15. Viết ba số hạng đầu của một cấp số cộng, biết rằng tổng n số hạng đầu tiên 
của cấp số này là 

S n = 4 n 2 - 3 n. 

16. Giải phương trình 

1 2 n _ 7 

— + J£ + J£ + ... + J£ -Ị" ... — J 
X 2 

trong đó Ixl < 1. 

17. Tìm số hạng thứ nhất ứj và công bội q của một cấp số nhân (a n ), biết rằng 

.13 . ^ _ 45 

a 4 -ứ 2 = -l^ và ứ 6 — ứ 4 = — Tj2■ 


18. Chứng minh rằng ba số hạng đầu của tổng 


73 + 1 | 1 

73-1 3-73 



lập thành một cấp số nhân và tính tổng trên với giả thiết rằng các số hạng 
tiếp theo được tạo thành theo quy luật của cấp số nhân đó. 


Trong các bài tập 19, 20, hãy tính giới hạn lim x n . 


n—>+<x> 


7 n 


19. a) x n = . —ỹ= ; 

yjn + l + yjn 

c) x n = n 2 Ị n - 7« 2 + 11 ; 

™ „ _ v« 2 + 1 + 7 n . 

20 - a) ^ , - ; 

\Ịn + n - n 


b) x n = 71 + H 3 - /2 ; 

3 y õ T 

d) *„ = V H - /2 + /2 ; 




.b) x n = 


\r 


n - 

V nj 


1-4/2 






21. Xét tính bị chặn của các dãy số vdi số hạng tổng quát sau : 


a) X H = 


5 ri 


2 , o 

n + 3 


b) y = (-l)”-^-sin /2 ; 

/2 + 1 


c) z n = /2COS/27I. 
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22. Chứng minh rằng dãy số sau đây tăng và bị chặn trên : 


*1 = 


5 + 1 


. x 2 = 


1 1 111 
5 + 1 + 5 2 + 1 ’ * 3_5 + 1 + 5 2 +l + 5 3 + l’ 


1 1 1 
" 5 + 1 5 2 +1 5+1 


23. Tính các giới hạn 


4* 5 + 9x + 7 
a) lim ' _ —- ; 

*-»! 3* 6 + X 3 + 1 


c) lim 


X +1 


X —► 


: 'Ĩ6 


X + 3 + 3x 


. .. 3/10-* - 2 
e) lim —-——- 

x-*2 X-2 


24. Tính các giới hạn 


a) lim 

X— »-HX> 


f 3 
JC 


\ 




JC X 

3x 2 - 4 3* + 2 




c) lim I v 2 jt - 3 - 5 jc | ; 

JC -»-00 


e) lim 


é 


x z +3 


4*+ 2 


25. Tính các giới hạn 


a) lim 


sin* - sin ứ 


X— >a X — Q 


, 2 

N 2sin * + sin*-l 

c) lim -——-- ; 

2sũr * - 3sin* + 1 
3 


b) lim 

X — >2 


d) lim 

JC—>0 


* 3 + 3* 2 - 9x — 2 
_ • 

3 * 

* - X - 6 

\9 + 5x + 4* 2 - 3 
* 


.._ V* + 8 — -v/8* + 1 

f) lim r —— , ' ■ 

■*->! v5 - * - V7* — 3 


b) lim Ị-\/9* 2 + 1 - 3*) ; 

JC-»+oo\ / 


d) lim 

X —>4-00 


\llx 2 + 3 
4x + 2 


5 


b) lim(l - *)tan-^- ; 

x->\ 2 


tan* - sin* 
d) lim—r-— 

*-»0 shr * 


224 



26. Tính đạo hàm của các hàm số sau : 


a) y = 


1 + X - X 


1 — X + X 


2 ’ 


Wy = 


(2 - x 2 )(3 - X 3 ) 

(1 - x) 2 ; 


c) y = cos2x - 2siru ; 


d )y = 


cosx 

~ . 2 „ 
2 sin X 


2 X X 

e) y = cos ytan -ị ; 


f) y = J sin 


r 7i0 

2x - -2- 

V 6 y 


27. Cho hàm số 


/00 = 


2 • . 1 „ 
X sin— , nếu X * 0 

X 

A , nếu X = 0 . 


Xác định A để/00 liên tục tại X = 0. Với giá trị /4 tìm được, hàm 
hàm tại X = 0 không ? 


LÒI GIẢI - HƯÒNG DẪN - ĐÁP SỐ ÔN TẬP cuối NĂM 


1. a) sina + sin 


f 14 V ./ 
+ sin 


a + —71 

V 3 / 


= sina+ sin 


8 




a - —71 

V 3 / 


r 271 ^ 


/ 

2n' 

a + 

+ sin 

a - 


l 3j 


\ 

3 ) 


b) 


• 2tĩ 

= sina + 2sina cos —- = 0. 

3 

sin4a cos2a 2sin2acos 2a 
1 + cos Aa 1 + cos 2a 2 cos 2 2a.2 cos 2 a 

2sinacosa f 3 tĩ 

- tan ứ = cot 


\ 


~_ 2 „ 

2cos a 


- a 




) 


ố có đạo 


15.BTĐS&GT11 - A 
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2 2 

c) (cosa - cos b) - (sina - sinố) = 


= 4 sin 


. 2 a + b .7 ữ - b . 2 a + b .7 ữ - b 

— 4cos 


sin 


sm 


= 4 sin 2 


= 4 sin 2 


a-b( . 7a+b 


sin 2 


- cos' 


a + b 


\ 




) 


a - b 


í 


1 - 2cos 


a + b 


V 


\ 


) 


= -4sin 2 - - cos (a + b). 


d) sin 2 (45° + a) - sin 2 (30° - à) - sinl5° cos(15° + 2 a) = 

= [sin (45° + a) + sin (30° - a)] [sin (45° + a) - sin (30° - a)] - sin 15° cos (15° + 2 a) 


75° 

2 sin —T— cos 


/ 


V 


15° 


\ 


+ a 


75° 

.2cos—r— sin 




í 




15 ° 




+ a 


-sin 15° cos(15° + 2a) 


) 


= sin 75° sin(15° + la) - cos75° cos(15° + la) 
= -cos(90° + la) = cos (90° - la) = sin2a. 


/ 


2. a) 1 + cos 


V 


n 

2 +3a 


\ 


/ 


- sin 




\ 


V 


7TĨI - 3 a 
2 


í 


+ cot 




\ 


V 


X71 + 3 a 
2 


) 


= 1 - sin3a + cos3a- tan3a 


cos3a - sin3acos3a + cos z 3 a - sin3a 

cos3a 

(cos3a - sin3a)(l + cos3a) 


■s/2sin 


cos 3 a 

\ 


v 71 

-7-3« 

V 4 J 


•2cos' 


3 a 


2V2cos 2 ặ-sin 


r n ^ 

-y - 3a 

V 4 y 


b) 


cos3a cos3a 

cos7 a - cos8 a - cos9 a + coslOa _ 2sin8asina - 2sin9asina 


sin7a - sin8a - sin9a + sinlOa 2cos8asina + 2cos9asina 

-_17a a 

sin8a-sin9a -2cos sin_ 2 17 a 

— --—_— = - —ẾL - é- = cot - . 

cos9a-cos8a ^ . 17a . a 2 


- . 17a . a 
-2 sin—---sin — 
2 2 
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3. 


4. 


2 ^ 

c) -cos5úf cos4<2 - cos4a cos3úf + 2cos 2 a cos a 

2 

= - cos4úf (cos5a + cos3a) + 2cos 2 a cosa 
= - 2cos4ứ cos4ớ COSỚ + 2cos 2a cos a 


= 2cosa (cos 2 2ứ - cos 2 4ớ) 

= 2cosa (cos2ứ + cos4ớ) (cos2ứ - cos4a) 

= 2cos a . 2cos3 a cos a . 2sin3ứ sina 
= 2cos a sin2a sinóa. 

a) HD : Thay sinC = sin (A + B). 

1 > . , . D . » . A + B A — B - . c _c 

b) sinA + sinfi + sinC = 2sin—-—cos—-— + 2sin—cos— 

2 2 2 2 


_ 0 C 
= 2cos— 
2 


A-B A+B 
cos--- 1 - cos--- 


. A B c 

= 4cos—cos—cos—. 
2 2 2 


c) Chứng minh tương tự câu b) ta có 


sinA + sin5 - sinC = 4sin4sin-^cosệ. 

2 2 2 


( 1 ) 

( 2 ) 


Từ (1) và (2) suy ra điều phải chứng minh. 

. 71 . . 

a) Ta có sin 4 (jc + k -y) = sin(4jc + 2Ấ:7ĩ) = sin4jc với ke z. Từ đó suy ra 

Á* 


hàm số y = sin 4 jc là hàm số tuần hoàn với chu kì -2. 

2 

Vì hàm số y = sin4jt là hàm số lẻ nên đồ thị cùa nó có tâm đối xứng là gốc 
toạ độ o. 

Các hàm số y = sin4jt (Cj) và y = sin4jt +1 (C 2 ) có đồ thị như trên hình 1 
và hình 2. 



Hình 1. Đồ thị hàm sô V = sin 4x 
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b) Vì sin 4x + 1 = m <=> sin 4x = m - 1 

và — 1 < sin < 1 

nên -1 < m - 1 < 1 
<=> 0 < m < 2. 

Từ đó, phương trình (1) có nghiệm khi 0 < m < 2 và vô nghiệm khi m > 2 
hoặc m < 0. 

c) Phương trình tiếp tuyến của (C 2 ) có dạng 

=/(■*<))(*-■*<))■ 


.... 71 . . 3 

với *° = 24 ta có = s n 6 + = 2 ’ 


y'(*) = 4cos4;t => yX-^o) = 4cos-g- = 2 V 3 . 

Vậy phương trình tiếp tuyến là 

3 /tY n ^ _ 0 /r TtV3 3 

y - — = 2v3 ,r - —- <=> y = 2v3x - - 77 — + — 
J 2 { 24) J 12 2 

_ _ . 1-COS2.X . _ . _ 3,, _ , , 

5. Ta có y =--I-2sin2;t - ^(1 + Cơs2;t) + 1 

/— . f 71 ^ 

= 2 sin 2* -2cos2;c = 2V2sin 2x--r . 

4 


, ,. _ 7ĩ''| 

Do đó GTLN của hàm số là 2 V 2 , đạt được khi sin 2„r - -J =1 hay 

V 4 J 

2* - ^ ^ + k2n, tức là khi X = + kn ; k e z. 
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GTNN của hàm số là -2yỊĨ, đạt được khi sin (2x ~-r)- 

( ~T 

2x — ^ = — ^ + k2n , tức là khi X = —Ẹ + kn ; k € z. 

71 

6. a) Vì tarur xác định với X * -ị + kn và cott xác định với X * kn (k 
tập xác định của hàm sô' đã cho là 

D = R\ịk^\keZ>. 

b) Vì X € D <=> -X e D và 

. tan(-x) + sin(-jt) -tan JC - sin JC . 

/(-■*) =- ■ _'/ ..X -=-——-= /(■*) 


cot(-jc) 


nên hàm số là chẵn trên D = R\ 


-cot X 


-V 


✓ 71 

c) Ta có, với X * k-ị, 

tanx + sin X . . . . 2 /, . X _ 2 2' 

- = tanJt(tan X + sin x) = tan jc( 1 + cosx) = 2tan xcos - 


cot X 


d) Ta có / 


í % \ 

v 3 y 


= 2 


' 7t^ 2 ' 

tan— 

V 3, 


n 

cos~ 

\ 6 y 


A 2 


= 2(Sý 


2 

V J 


9 

2 


Do đó điểm 


í 


n 9 
3 ’ 2 




thuộc (C). 

Trong các công thức nghiệm dưới đây (BT 7, 8, 9), k là sô'nguyên. 

5 K 


7. a) Jt = + ẤTTt ; 

,, n 2kn 
b)x W + 5 


X = + k2n ; 

6 

2 . 2kn 
X = — arctano H—— 
5 5 


X = 


+ k2n. 


c) X = (2 k + 1)^7 ; X = (4 k - ỉ)~ 

6 4 


d) z — (8 k + 1)— ĩ 

4 


z = (8Ắ: + 3)-" 
20 


-1 hay 


e Z) nên 
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8 . a) * = ; 

2 


kn 

X = — 

5 


1 \ _ /r* 7 , 1 ^ _ 7- 1 X A+l 7r ^.71 

b) X = (2k + 1)— ; JC = (— 1) -r +-—. 

4 8 2 

c) x = -40° + Ấ:60°. 

d) X = (4Ấ: + 1)-^ ; X = (-1 )* +1 arcsin -J + k%. 

e) t = (4k+ lA 

4 

9. a) t = Ả360° ; t = {4k + 1)90°. 

b) í = Ấ:90° ; t = ±15° + Ấ:90°. 

c) X = (3Ấ: ± 1)-^-. 

12 

J \ > r TC _ 

d) 'x = ±— + K7I. 

• 6 

X _ 71 _ >/2 , 

e) t - — ± arccos—— + K7L 

4 4 

10. a) Giả sử chữ số 2 đứng đầu. Khi đó, chữ số 2 kia sẽ được xếp vào một 
trong bảy chỗ còn lại. Có 7 cách. Khi đã xếp xong hai chữ số 2, còn 6 chõ, 

ta xếp 9 chữ số khác 2 vào 6 chỗ đó. Ta có 9 6 cách. Theo quy tắc nhân, có 

7.9 6 số gồm 8 chữ số mà chữ số 2 đứng đầu. 

b) Chữ số 2 không đứng đầu. Khi đó, trong 8 chữ số khác không và khác 2, 
ta chọn một chữ số để xếp vào vị trí đầu. Có 8 cách. 

Chọn hai chỗ trong bảy chỗ để xếp chữ số 2. Có Cj cách. 

Xếp chín chữ số (khác 2) vào năm vị trí cồn lại, có 9 5 cách. 

Theo quy tắc nhân, có 8 .C 7 .9 5 số mà chữ số 2 không đứng đầu. 

Theo quy tắc cộng, số các số có 8 chữ số mà có đúng hai chữ số 2 là 

7.9 6 + 8 . C7-9 5 = 13 640 319. 
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11. Đầu tiên ta chỉ dùng 7 ghế và xếp An, Chi và 5 bạn không thuộc nhóm An, 
Chi vào 7 ghế. Ta có 7! cách xếp. Sau đó xếp Bình ngồi cạnh An. Có 2! 
cách. Cuối cùng xếp Chi, Hương ngồi cùng nhóm với Dung. Ta có 3! cách. 

Theo quy tắc nhân, có 7! 2! 3! = 60 480 cách. 


12. Không gian mẫu = {1,2,..., 100}. 


a) 

b) 


A = {3,6, 9,..., 99}, n(A) = 33. 
B= {5, 10,.... 100}, n(B) = 20. 



20 

100 ' 


A n B = {15, 30, 45, 60, 75, 90} ; 

P(AnB) = * P(A ). P(B). 

100 


Vậy A và B không độc lập. 

- Nếu có 105 thẻ thì xét tương tự, ta có : 


= 35,-P04) =■§ = !; 


n(A nB) = 7 ; 

P(A n B) = ^ ± = P(A). P(B). 

Vậy A và B độc lập. 

13. Kí hiệu Aị là biến cố "Bi lấy từ hộp thứ ỉ màu đỏ", /=1,2. Biến cố cần tìm 
xác suất là A = AịA 2 u A Ì A 2 . 

Do Aị và A 2 độc lập nên 
P(A) = P{A X A 2 ) + PĨÃ^) 


= P(Aj)P(A 2 ) + P(A x )P{A 2 ) 

_ ỉ 1 + 1I- 1 

“ 3’3 + 3’3 _ 9' 
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14. Kí hiệu công sai là d, ta có 

ũ\ + ũ'1 + ũc. = —12 

< * o 

CỈỊ CỈ'^CỈ^ — 80 


íớị + 2 d -4 

+ 2d)(ứi + 4rf) = 80 


í ứj = -2<i - 4 

ịl6(d + 2)(d - 2) = 80. 


Giải ra ta được d = ±3. 

Các cấp số cộng phải tìm là 

2, -1,-4, -7,... 

và -10,-7,-4,-1,... 

15. Ta có S 1=Ml =4. I 2 -3.1 = 1 

... [ 2«1 +(n -1 )d]n _ 2 

và —--—--- = 4n -ỉn 

2 


=> [2 + (n - ỉ)d] = 2(4 n - 3) => d = 8. 
Từ đó Uị = 1, w 2 = 9, w 3 = 17. 

16. Vì Ixl < 1 nên với u x = Jt, q - X ta có 


c Wi .2 , , #1 , * 

s - - X + X + ... + X + ... - — * 

1 - q \ - X 

Do đó 


-+ + ... + X + ... — — + s — — 

JC X 2 

1 X 1 

X \ - X 2 

X2 — X + 1 7 

^ Jt(l — x) 2 

Giải ra ta được .Xi = Ạ, X, = ị. 

3 2 3 
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17. Ta có hệ phương trình 


a x q - a x q = 


_ 5 „ 3 

a x q - a x q 


45 


32 

45 

512 


_ _ 7 l .1 

Từ đó rút ra ứ 2 = 7“ => ứ = ± —• 

16 4 


Với 


q = — thì ỚI = 6 ; 

4 

ứ = —- thì Ớ| = -6. 
4 


18. Ta có 


«2 = 


/ 


1 


\2 




3- s 


1 




1 , /T. _ 7ỈĨ + 1 1_ 

—- 7 =- = 7(2 + V3) = V- • — =a x . ữ 3 . 

6(2-73) 6 V ^-1 6 13 


Vậy 3 số hạng đầu lập thành cấp số nhân với công bội là 

1 ^ + 1 1 73 - 1 _ 1 

q ~3-ỵỈ3 yfĩ-ỉ~ 73(73 -1) 73 + 1~3 + 73 

Rõ ràng \q\ < 1, nên tổng vô hạn trên là 


73 + 1 . ( _ 1 

s - 1 ’ l 3 + 73 






s= 3 + 73. 


19. a) 


x n = 


7 n 


7/1 + 1 + 7« In + 1 


=> limx„ = ị. 


b) 




V, +1 

7 l +« 3 - /1 = —7 =- ^—7 -— 

^/(1 + / I 3 ) 2 + n 7 l + n 3 + / I 2 


linưc„ = 0. 
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=> limx„ = l.(-2) = -2. 


21. a) Dãy (jc„) bị chặn vì 


0 < 


5 n 2 

-^—<5 
n 2 + 3 


với mọi n ; 


b) Dãy iy n ) bị chặn vì 


bg = |(-1)" 


2 n 2« 

——- . I sin/ỉ I < ——- < 2 ; 

«4-1 «4-1 


c) Dãy (z„) không bị chặn vì 

|z„| = Incosmd = n. 
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22. Dãy số {*„} tăng vì X n+Ị = x n + * > x n . 

5 +1 

Mặt khác, dãy số này bị chặn trên vì 


1 1 1 1.1.1. .1 
x n — - - + —r-h ... H-—- < -z + — + — + ... + —— 

5 + 1 5 2 + l 5” + 1 5 5 2 5 3 5" 


1 o 1 

= 7 1 — <4 với mọi n. 

41 5" J 4 


23. a) 4. 


b) lim 


. X 3 + 3jc 2 - 9x - 2 (jc - 2)(x 2 + 5x + 1) 

im --- — lim ---— 


*-»2 X - X - 6 


*-> 2 (jc - 2)(x + 2x + 3) 


c) lim 7 —= 
^“>-1./£ 


X + 1 


= lim 


,._ X + 5x + 1 15 

= lim - 4 ‘ = 77- 

X-* 2 X 1 + 2x + 3 11 

(JC + 1>Í + 3-3* 


+ 3 + 3* '-*- 1 


3 - 3jc : 


1 1 

5 5” +1 

1 -ị 

5 


d) lim 

jt-»o 


9 + 5jc + 4jc 2 - 


„ \6x 2 + 3 - 3x . 

= lim-——---= 1. 

X “-1 3(1 - x) 

3 ,, 5jc + 4jc 2 

= ỉin \ / I - —■ 

x ^° X h/9 + 5* + 4* 2 +3 


_ 5 + 4x 5 

*-* \Ỉ9 + 5x + 4x 2 + 3 6 


1; „ 3/lO-x - 2 _ 1: _ 

e) lim-- 7 --- lim 

X—>2 X — 2 Jt —>2 


2 - X 

(x - 2)1 3 /( 10-*) 2 + 23/10 - X + 4 


= - lim . —-— - - 

*-> 2 ế (10 - x) 2 + 23/10 - X + 4 
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_ ,. 8 - V8a + 1 _ ,. 7 d - ^)(V5^ + V7A--3) 

f) lim Z— — ! = lim—- ; - - ■= { 

-* - * 1 \5 — X — V7a - 3 *->! 8(1 - x)í\[x + 8 + V8a + 1J 

_ 7 V5 - A + yhx - 3 _7_ 

- 8 JC->1 Va + 8 + V8a + 1 ~~ 12 


24. a) lim 

JC—>+oo 


/ 3 2 ^ 

JC JC 


b) 


c) 


d) 




3a 2 - 4 3a + 2 


= lim 


2a 3 + 4a 2 




*->+«> ọ x 3 + ^ ỵ 2 _ ị2x _ 8 


= lim 

X —>+00 


2 + 1 
A 


lim 

X—>+cc \ 

lim 


a/9a 2 + 1 - 3a] = lim 

k / *->+< 


9 + |-H 

* A 2 

1 


8 


* _>4<10 V9a 2 + 1 + 3a 


= 0 . 


2x -3 - 5x \ = lim 

X —>-00 




3 +(-5a) 


£ 


A 2 +3 


lim 

X— H-00 4jf + 2 


= lim 


JCl 

2 + 4 

V 

JC 


JC—>-KO 




\ 


4 + - 


V 


4 ■ 




e) 


25. a) 


Ĩ2 


.._ V + 3 

lim / ■ 

X —>—00 4jc + 2 


= lim 


-Xj2 + —r- 

JC 




í 




lùn 


sini- sina 
JC - ạ 


cos 


, 4 + 7 

V 4 V 

JC + a 


sin 


X - a 


- lim 

X—>a 


2 

—— = cosa. 


X - a 


b) Đặt 1 - JC = t (t —> 0 khi JC —> 1), ta có 

lim(l - jc)tan^ = lim t tan(l - t)^~ 

x->\ 2 *->0 2 


71 2 

71 0 TT 

= lim / cot -2- / = lim z _ 

ĩ —>0 2 ĩ —>0 71 

tan —7 
2 


2 

71 


+00 
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^ol to 



sin* 1 


^ Chú ý. lim 

jc-»0 


tanjc 


= lim — 

JC->P X 


COSJC 


= 1. 


c) 


1 + >/3 

5-3sỈ3' 



26. a) 

b) 

c) 

d) 

e) 


f) 


tan*-sin* 1-cos* 

lim-—--= lim 


*-*0 sin 3 * 


■ ? 

■*-»°sin *cos* 


2 sin 


= lim 

X —>0 


>1 -2 x _ 2 J 

4 sin — cos - 


2(1 - 2x) 

(l-* + * 2 ) 2 ’ 

12 - 6x - 6x 2 + 2* 3 + 5* 4 - 3* 5 
(1 - *) 3 

-2cos*( 1 + sin*). 

1 + cos 2 X 

2 sin 3 X 

1 . 2* ^ X 
-—sin—-tan—. 

3 3 2 


/ 


cos 


2x-^ 


V 




'sin 


2x-Z 


V 


cosx 


(x * 


27. /4 = 0. Khi đó/(*) có đạo hàm tại X = 0. 


K>| * 
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